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aVant-propos. 



Depuis quelques années, on a fréquemment employé, dans 
la construction des ponts destinés aux voies de fer, les poutres 
droites en tôle, continues d*une culée à l'autre, c'est-à-dire 
dont les travées ne sont pas indépendantes, et forment au con- 
traire une pièce unique soutenue par des appuis fixes, en 
ses deux points extrêmes et en un certain nombre de points 
intermédiaires. C'est le système des ponts d'Àsnières sur la 
Seine, de Langon et de Bordeaux sur la Garonne, de la Qua- 
rantaine sur la Saône à Lyon, de Kehl sur le Rhin, etc., etc.: 
nous pourrions multiplier les exemples. Par quelles considé- 
rations peut-on en justifier l'emploi? C'est ce que nous nous 
dispenserons d'examiner ici, car toutes les raisons alléguées 
pour ou contre sont loin d'appartenir exclusivement à la Ré- 
.sistance des Matériaux; sans vouloir émettre à cet égard au- 
cune opinion extrême, nous nous bornerons à dire que si les 
ponts en maçonnerie doivent être généralement préférés, en 
raison de leur durée indéfinie^ quand ils ne sont pas beaucoup 
plus coûteux et que les circonstances locales en permettent 
l'emploi, il est des cas particuliers où les grandes travées mé- 
talliques fournissent à peu près la seule solution admissible : 
par exemple, quand il y a des difficultés de fondation excep- 
tionnelles, qu'il faut espacer beaucoup les points d'appui, 
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qu'on dispose d'une faible hauteur entre le plan des grandes 
eaux d'une rivière et le niveau de la voie qui la traverse, etc. 
En pareil cas, les poutres droites en tôle sont pour l'ingénieur 
une précieuse ressource. 

Les calculs de stabilité de ces poutres, quand elles sont à 
plusieurs travées solidaires, se font par une méthode qu'on est, 
au premier abord, tenté de croire excessivement hardie dans 
son point de départ, pour ne pas dire entièrement inexacte. 
D'abord on admet les hypothèses fondamentales de la Résis- 
tance des Matériaux, c'est-à-dire l'existence de sections planes 
et normales, qui restent planes et normales après la déforma- 
tion, ce qui suffit. déjà pour éveiller l'incrédulité des personnes 
habituées aux considérations plus rigoureuses sur lesquelles 
se fonde la théorie mathématique de l'élasticité; en outre, on 
détermine les moments de flexion et efforts tranchants comme 
si la pièce avait une section constante, tandis que, en fait, la 
section varie et se trouve renforcée dans les parties où le 
calcul a signalé des moments de flexion plus considérables. 
C'est en quelque sorte le point de départ d'une règle de fausse 
position, pour arriver à construire un solide d'égale résistance. 
Voici comment on devrait en concevoir la marche : commen- 
çant par supposer constante la section inconnue, on détermi- 
nerait les forces exercées sur chaque section, d'où l'on dédui- 
rait les dimensions de celles-ci ; mais ces dimensions ne restant 
pas partout les mêmes, comme on l'avait primitivement 
admis, il faudrait recommeitcer le calcul des tensions avec les 
dimensions variables fournies par le premier essai, et en con- 
clure d'autres dimensions probablement un peu différentes 
des premières; puis, avec ces dimensions nouvelles, on ferait 
un troisième essai, et ainsi de suite, en procédant par approxi- 
mations successives, jusqu'à ce que deux essais consécutifs 
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AVANT-PROPOS. VII 

eussent conduit à des résultats sensiblement identiques. Tou- 
tefois, on s'en est tenu jusqu'à présent au premier essai, et 
Ton ne modifie plus les dimensions variables qu'il a fournies : 
c'est là, nous le répétons, une très-grande hardiesse au point 
de vue théorique. A ces objections et à quelques autres d'un 
ordre secondaire, sur lesquelles il serait inutile de s'appesan- 
tir, la pratiqua (toujours disposée à se contenter d'à peu près 
et s'inquiétant peu des vérités rigoureuses) ne fait qu'une ré- 
ponse : les poutres ainsi calculées se comportent convenable- 
ment et résistent bien aux épreuves qu'on leur impose, le 
fait est maintenant constaté par de nombreuses expériences; 
donc la méthode de calcul n'est pas mauvaise {*). 

Malgré ce raisonnement, il n'est pas douteux que si l'on 
pouvait réussir à modifier les bases de la méthode de manière 
à la rendre plus rigoureuse, sans que son usage devînt pour 
cela beaucoup plus long et plus difficile, les constructeurs 
accepteraient sans peine un tel changement, qui réaliserait un 
véritable progrès scientifique. Ce progrès, nous n'en sommes 
point en possession et nous ne venons pas l'apporter ici : 
notre but est moins relevé, et la tâche que nous avons essayé 
de remplir, plus modeste. Nous nous plaçons au point de vue 
d'un Ingénieur qui veut, en se fondant sur les principes ap- 



(*) Nous passons ici sous silence quelques méthodes sommaires qu'on a 
parfois employées, et qui consistent à considérer les appuis intermédiaires 
comme assimilables à des encastrements complets ou à des demi-encastrements, 
par TefTet de la solidarité des travées. Ces procédés un peu trop empiriques, 
tout au plus acceptables dans un avant- projet, sont. aujourd'hui -condamnés 
par la jurisprudence du Conseil général des Ponte et Chaussées, à c«use des 
erreurs considérables qu'ils peuvent entraîner dans certains cas. Nous pen- 
sons d'ailleurs qu'avec les résultats numériques donnés à la fin de cet ouvrage, 
ils ne sont plus les seuls qui présentent l'avantage de conduire promptement 
au but. 
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pliqués avant lui, calculer les- dimensions transversales d'une 
poutre à plusieurs travées, et qui pour cela doit rechercher 
les moments fiéchissants daiis les diverses sections; nous lui 
offrons pour y arriver une route nouvelle plus facile et plus 
sûre, toujours bonne quels que soient le nombre des travées 
et Tespacement relatif des appuis; en outre, pour le cas d'une 
poutre symétrique ayant ses travées toutes égales (à part leâ 
deux extrêmes ), ce qui est le cas ordinaire, nous établissons 
des formules spéciales, mais toujours démontrées sans fixer 
le nombre des travées, ni le rapport entre la longueur d'une 
travée de rive et celle d'une travée intermédiaire; enfin, nous 
donnons une grande quantité de calculs numériques tout faits, 
qui renferment la solution complète du problème pour les 
poutres de trois à douze travées, avec huit valeurs différentes 
du rapport dont on vient de parler (*). 

Notre travail se divise en deux Chapitres, suivis d'un recueil 
de tableaux numériques, et de formules propres à une appli* 
cation pratique immédiate ; le premier Chapitre est consacré 
aux poutres dont les travées ont des longueurs quelconques, 
le second aux poutres dont les travées ont des longueurs 



(*) Suivant une délibération du Conseil général des Ponts et Chaussées, 
une Commission a été nommée pour rédiger les formules applicables au calcul 
des ponts en métal. En qualité de rapporteur d& la Commission , nous nous 
sommes personnellement livré à des recherches détaillées sur la question des 
poutres continués, à plusieurs appuis : nous avons été ainsi conduit à agran- 
dir beaucoup et à compléter, sur quelque» points importants, la théorie que 
nous en avions donnée dans la première Partie de notre Cours (§ II du Cha- 
pitre troisième), publiée' en 1869. Cette troisième Partie est donc, à véritable- 
ment parler,, le complément de la première, dont elle forme en quelque sorte 
un chapitre; le numéro d'ordre ne tient pas ici à une classification métho- 
dique et rationnelle, mais simplement & la date d'une publication longtemps 
retardée, d'ailleurs, par des circonstances indépendantes de notre volonté. 



Digitized by 



Googk 



AVANT- PROPOS. IX 

égales, sauf les travées de rive. Nous allons les analyser suc- 
cinctement. 

Lorsqu'on donne une poutre soumise à des charges connues 
et qu'on demande la valeur du moment de flexion dans une 
section quelconque, la première difficulté qu'on rencontre 
consiste en ce que les réactions des appuis ne sont point im- 
médiatement connues, et que la statique des corps solides ne 
suffit pas pour les déterminer. L'idée qui a dû se présenter 
tout naturellement en cette circonstance, celle qu'ont en effet 
.suivie Navier et d'autres auteurs, c'est de rechercher par un 
calcul préalable les intensités de ces réactions, après quoi 
toutes les forces extérieures appliquées à la poutre sont con- 
nues, et le calcul des moments de flexion devient tout à fait 
immédiat. Mais celte idée, la plus naturelle sans aucun doute, 
n'est pas la plus simple dans l'application. En effet, quand on 
a posé l'équation différentielle de la fibre moyenne déformée, 
en fonction des forces tant connues qu'inconnues, et qu'après 
avoir intégré cette équation l'on exprime que la fibre moyenne 
passe par tous les points d'appui, on trouve ainsi une série 
de conditions dans lesquelles entrent les réactions inconnues, 
et qui peuvent bien les déterminer, conjointement avec les 
équations générales de l'équilibre. Seulement, comme toutes 
les inconnues entrent dans chaque équation, le calcul ainsi 
conduit devient très-pénible pour peu qu'il y ait cinq ou six 
appuis, et nous ne savons pas s'il serait possible de le mener 
à bonne fin en laissant à la question toute sa généralité, comme 
nous l'avons fait. 

Feu M. Clapeyron, Ingénieur en chef des Mînes^ membre 
de l'Académie des Sciences, a le premier introduit Finnova- 
tion très-heureuse de prendre pour inconnues auxiliaires les 
moments de flexion sur les points d'appui, et dans cette idée 



Digitized by 



Googk 



% 4TA«T'PROPOS. 

96 tfoore b source de tous les perfecUonnemenis obimus. 
M. Qapeyron aYait d'abord considéré, en même temps que les 
moments de flexion sor les piles, les eflbrts tnmchants et in- 
clinaisons de la fibre moyenne aux mêmes points : dans un 
Mémoire présenté, en 1857, àrAcadémiedesSciences, il s'était 
débarrassé de ces autres quantités auxiliaires, pour ne conser- 
ver que les moments, ce qui parait préférable. Mais il est juste 
de dire ici que cette idée a été publiée la première fois par 
M« Bertot, Ingénieur civil, qui peut en conséquence revendi- 
quer la découverte, tout en reconnaissant, nous n'en doutons 
pas, que les travaux antérieurs de M. Clapeyron la lui avaient 
singulièrement facilitée (*). 

Le grand avantage qu'il. y a d'employer comme inconnues 
auxiliaires les moments de flexion sur les piles au lieu des 
réactions, c'est qu'il est possible d'établir entre ces inconnues 
une série d'équations du premier degré, fort simples, en nom- 
bre suffisant pour les déterminer, et dans chacune desquelles 
n'entrent que trois des inconnues. Cette série d'équations ré- 
sulte de l'emploi d'une seule et même relation pour tous les 
groupes de deux travées consécutives ; la forme que MM. Ber- 
tot et Clapeyron lui ont donnée suppose essentiellement la 
répartition uniforme de la cbarge sur chacune des travées, et 
la situation de tous les points d'appui sur une ligne capable de 
coïncider avec la fibre moyenne de la poutre, quand celle-ci 
se trouve dans son éiai primitif et n'a pas encore subi les 
effets des forces extérieures. Quoique ces hypothèses particu- 
lières comprennent à peu près toutes les applications usuelles, 
il nous a semblé intéressant, au point de vue de la théorie el 
aussi pour certains détails qui ne sont pas à dédaigner dans la 

^*) Voir le» Annales des Ponts et Chaussées, 1860, i' semestre, p. /{oS. 
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pratique, de généraliser la relation dont il s'agit. Tel est le 
but principal d'un paragraphe placé au commencement de 
ce volume. La relation généralisée contient les moments 
de flexion inconnus exactement de la même manière que 
celle de MM. Bertot et Clapeyron : mais les termes relatifs 
aux charges sont remplacés par des intégrales immédiatement 
calculables quand les charges sont définies; de plus^ il s'y in- 
troduit des termes nouveaux contenant les abaissements de 
la poutre au-dessus de trois points d'appui consécutifs. La 
démonstration, très-rapide, que nous en avons donnée., repose 
sur une expression particulière du moment de flexion relatif 
à chaque point d'une travée, qui n'avait pas été remarquée 
précédemment : nous établissons que ce moment se compose 
de deux parties, l'une répondant à l'hypothèse de sa variation 
uniforme entre les deux appuis qui terminent la travée, l'autre 
égale à la valeur qu'il prendrait si la travée en question était 
sciée sur ses deux appuis et indépendante du reste de la 
pièce, tout en conservant ses charges propres. Chacune de ces 
deux parties se caiculQ sans aucune difficulté, quand on con- 
naît les deux moments extrêmes de la travée et les poids 
qu'elle supporte, quelles que soient les charges des autres 
travées : aussi l'expression dont nous parlons est-elle utile, 
non-seulement pour la démonstration du théorème généralisé, 
mais encore pour donner de suite le moment de flexion d'un 
point quelconque, lorsqu'on a déjà ceux des sections faites- 
au-dessus des appuis. Nous ne mentionnerons pas quelques 
autres propriétés assez curieuses, mais moins importantes,, 
établies en passant, dans la suite du § P% Chapitre premier. 

Les deux paragraphes suivants sont consacrés à la recherche 
des moments de flexion produits, soit par une charge concen- 
trée unique, soit par la charge uniforme d'une seule travée, 
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cas élémentaires qui comprennent implicitement tous les cas 
possibles, car les effets produits par des poids quelconques 
se superposent, et Ton connaît l'effet total de l'ensemble, par 
cela même qu'on a l'effet de chaque poids pris isolément. Le 
problème se résout sans difficulté quand on a préalablement 
calculé diverses séries de nombres qui s'obtiennent de suite, 
en fonction des rapports entre les ouvertures des travées, et 
qui ne dépendent nullement des charges. Nous avons eu soin, 
dans chaque cas, de discuter les formules et de montrer les 
changements de signe ou de grandeur qu'éprouvent les mo- 
ments lorsque la charge varie de position ; enfin nous avons 
comparé les moments maxima qui ont lieu dans l'hypothèse 
de la charge concentrée et dans celle de la charge répartie 
uniformément, en conservant son intensité totale, sur la même 
travée. 

Dans le § IV du Chapitre premier, nous abordons la recher- 
che des courbes enveloppes des moments, telle qu'elle se pré- 
sente en pratique. Les poutres doivent supporlier, outre la 
charge permanente uniformément répartie sur leur longueur 
entière, une surcharge dont le poids par mètre courant est 
défini, mais qui peut s'étendre sur un nombre arbitraire de 
travées contiguës ou non. Il en résulte que le moment flé- 
chissant d'une section quelconque se compose d'une partie 
constante représentant l'effet de la charge permanente, et 
d'une partie variable suivant la combinaison de surcharge que 
l'on imagine : il faut donc nécessairement se demander quelles 
combinaisons donneront lieu aux valeurs extrêmes de ce mo- 
ment, et enfin quelle sera la limite supérieure de ses valeurs 
absolues. Pour une poutre de n travées, le nombre des com- 
binaisons possibles est 2", en y comprenant la surcharge nulle 
et la surcharge complète ; c'est donc un nombre qui ne tarde 
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pas à devenir extrêmement grand, de sorte qu'on tombe- 
rait dans des calculs très-longs s'il fallait discuter en particu- 
lier toutes ces surcharges, pour choisir en chaque point celle 
dont l'effet est le plus grand. M. Lévy (Maurice), Ingénieur 
des Ponts et Chaussées, a indiqué, dans un concours de Mé- 
canique appliquée fait pendant son séjour à TËcole, un 
moyen très-élégant pour éviter une telle discussion : c'est de 
construire les lignes représentatives des moments, dans l'hy- 
pothèse où chaque travée serait successivement surchargée 
seule, la charge permanente étant de plus supprimée; puis 
d'ajouter, en chaque point de la fibre moyenne, d'une part 
toutes les ordonnées positives, d'autre part toutes les ordon- 
nées négatives : les deux sommes ne sont autre chose que les 
deux moments limites produits par toutes les combinaisons de 
surcharge. Celte idée est des plus ingénieuses; elle se pré- 
sente comme une conséquence si naturelle el si évidente du 
principe de la superposition des effets des forces (*), qu'on est 
presque étonné de ne pas l'avoir rencontrée plus tôt; mais 
c'est un sentiment qu'on éprouve à propos de toutes les 
choses, parfois d'une véritable importance, qui comptent la 
simplicité au nombre de leurs mérites. Toujours est-il que 
M. Lévy n'a pas tiré de sa méthode les conséquences qu'elle 
renfermait en germe, et auxquelles nous sommes arrivé en 
employant son procédé comme moyen de recherche et de 
démonstration. £n voici la substance : 

Toute travée (à part celles de rive) peut se diviser en cinq 
intervalles dont les longueurs ne dépendent que de la distri* 
bulion des appuis; dans chacun de ces intervalles, on peut in- 
diquer d'avance les travées qu'il faut surcharger pour obtenir, 

(*) Voir notre Cours de Mécanique appliquée, t. I*"", p. m et Buiv. 
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soit la limite positive^ soit la limite négative des moments 
produits par la surcharge seule, la charge permanente étant 
supposée nulle (*). Ces surcharges sont toujours définies de 
la même manière, quels que soient le nombre des travées et 
leur espacement relatif. Dans les travées dérive, il y a quelque 
chose d'analogue, seulement les intervalles se réduisent à 
deux. 

Quand on connaît les moments limites dus à la surcharge 
seule, il est aisé de leur ajouter ceux qui sont dus à l'action 
isolée de la charge permanente, et l'on a deux limites corres- 
pondantes, pour le cas mixte. Parmi ces deux limites on peut 
enfin choisir la plus grande des deux eri valeur absolue, ordi-^ 
nairement la seule utile à connaître. A cette occasion nous dé^ 
montrons deux théorèmes : i* la somme algébrique des deux 
premières limites (quand la surcharge agit seule ) est égale au 
moment produit par la charge permanente, abstraction faite 
du facteur qui exprime le poids par mètre courant; i^ la plus 
grande limite en valeur absolue, dans le cas mixte, s'obtient 
en ajoutant arithmétiquement le moment dû à la charge per- 
manente, avec celle des deux premières limites ayant même 
signe que lui. 

Nous avons dit tout à Theure que dans une travée intermé- 
diaire il y avait cinq régions à distinguer; par conséquent, 
chacune des deux premières limites est successivement repré* 
sentée par cinq fonctions différentes de l'abscisse, ce qui 
semble donner dix fonctions à trouver, et même onze en y 
comprenant celle qui exprime l'effet de la charge permanente. 



C*) M. Piarron de Mondésir a publié, sur les poutres à plusieurs travées, 
un ouvrage où il donne quelques propositions tendant au même but. Mais il 
y arrive moins complètement, et d'ailleurs par d'autres moyens. 



Digitized by 



Googk 



AVANT-PROPOS. XV 

Mais on a sept relations très-simples entre ces fonctions, dont 
cinq résultent du premier théorème ci-dessus, et deux autres 
sont des relations d'identité : il ne reste donc, en définitive, 
que quatre fonctions inconnues. Ce nombre se réduit à trois 
pour les trtivées de rive. Un exemple numérique par lequel se 
termine le premier Chapitre, et dans lequel on a supposé le 
cas de cinq travées inégales, montre Tordre à suivre dans le 
calcul de ces diverses fonctions. 

Le Chapitre suivant a pour objet les poutres dont les appuis, 
au lieu d'être disposés d'après une loi arbitraire, seraient à 
égale distance les uns des autres, à part les deux extrêmes : 
la première et la dernière travée reçoivent des longueurs b 
égales entre elles, mais différentes de la longueur c des tra- 
vées intermédiaires. C'est le seul cas usuel. Il donne lieu à 
des simplifications particulières et à des recherches de détail 
qui ne sont point sans intérêt, comme on pourra le voir par 
l'aperçu ci-après. 

En premier lieu, les séries numériques étudiées au Chapitre 
premier peuvent se mettre sous forme algébrique, chaque 
terme étant exprimé en fonction de son indice et du rap- 

port jj et cela sans spécifier le nombre des travées, qui reste 

sous forme littérale. Le fait ainsi énoncé semblera peut-être 
étrange : car les séries en question se déterminent par des 
équations du premier degré, en nombre égsil à celui des tra- 
vées; on se trouve donc en présence d'un système d'équations 
dont le nombre n'est pas fixé, c'est-à-dire qu'on a n équations, 
n étant arbitraire. Et cependant on en déduit la valeur des 
inconnues, parce que toutes ces équations (sauf les deux 
extrêmes) ont une même forme, ce qui permet de ramener 
leur solution à l'intégration d'une équation linéaire du second 
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ordre aux différences finies. Si Ton pose 

«' = — 2 — ^3, a'^= — 2 + V^3, 

on trouve que tous les nombres dont on a besoin s'expriment 
au moyen des puissances de a' et a". L'étude de ces puissan- 
ces nous a conduit à celle de trois autres séries, calculables 
une fois pour toutes ( car elles ne dépendent en rien, de la 
poutre) 9 et dont l'emploi nous a été d'un grand secours, 

Arrivé à ce point, nous aurions pu poursuivre la recherche 
des courbes enveloppes des moments, qui est toujours notre 
but final, par l'application pure et simple de la méthode expo- 
sée dans le § IV du Chapitre premier. Chaque ordonnée de 
ces courbes est, comme nous l'avons montré, la somme d'un 
certain nombre d'ordonnées partielles, dont chacune répond à 
la surcharge d'une seule travée; l'ensemble des travées à sur- 
charger est parfaitement connu, suivant la situation de l'or- 
donnée que l'on cherche ; en outre, les ordonnées partielles 
dont il faut effectuer la superposition s'expriment en fonction 
des séries numériques ci-dessus rappelées. Doue, puisque, 
dans le cas actuel, ces séries sont elles-mêmes exprimées 
algébriquement, toute ordonnée des courbes enveloppes au- 
rait pu s'obtenir ppr une sommation de termes connus isolé- 
ment. En suivant cette marche, on n'aurait même générale- 
ment rencontré que dès sommations de progressions géomé- 
triques ayant pour raison a' ou a" : toutefois, après quelques 
essais, nous l'avons jugée peu propre à nous donner simple- 
ment les résultats cherchés, et nous lui en avons préféré une 
autre plus directe. 

Au lieu de déterminer l'effet partiel d'une surcharge placée 
sur une seule travée, à laquelle on attribue successivement 
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toutes les positions possibles, nous avons déterminé de suite 
les effets totaux, en considérant : 

i°.La charge permanente (ou la surcharge) sur toutes les 
travées ; 

HP La surcharge sur toutes les travées paires, ou sur toutes 
les travées impaires; 

3*» La surcharge sur deux travées contiguês, et sur toutes 
les autres, prises de deux en deux à partir de celles-là. 

Dans ces diverses hypothèses, nous avons toujours pu trou- 
ver les moments de. flexion sur les points d'appui (ce qui les 
fait connaître ensuite dans une section quelconque), par l'in- 
tégration d'équations linéaires du second ordre aux différences 
finies, comme lorsqu'il s'agissait des séries numériques : le 
procédé employé dans cette première occasion ne doit subir 
que des modifications fort légères. Les formules auxquelles 
nous avons été ainsi conduit sont généralement simples et 
d'une application facile; elles expriment toutes une certaine 
quantité en fonction du nombre n des travées, du rang m de 

la travée particulière dont on s'occupe, et du rapport ^ = 4 

entre les longueurs des travées intermédiaires et de rive. Le 
plus souvent ce dernier entre sous forme explicite, pendant 
que m et n figurent comme indices de nombres à prendre 
dans certaines séries calculées une fois pour toutes. Le prin- 
cipal reproche qu'on puisse faire à nos formules, c'est d'être 
un peu nombreuses, et d'exiger la classification de beaucoup 
de cas particuliers : mais on nous pardonnera sans doute, si 
l'on songe que nous avons résolu le problème, très-général, 
d'étudier les moments de flexion limites, dans la m'*"* 
travée dune poutre à /i-h i appuis, le rapport i n'ayant, 

ainsi que metn, aucune valeur numérique particulière. 
IIL 6 
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Nausavofts ensuite montré comment, avec les éléments ci- 
dessus déterminés, on arrive à construire les courbes enve- 
loppes des moments. 

Enfin nous avons fait l'application numérique de nos for- 
mules aux poutres de trois à douze travées, avec huit valeurs 
du rapport ô, ce qui donne un total de quatre-vingts poutres et 
de trois cent vingt travées, dans des conditions différentes. 
Pour chacune d'elles nous fournissons, soit par des tableaux 
de nombres, soit par une suite de dessins réunis en Atlas (*), 
tout ce qui est nécessaire pour obtenir très-facilement et 
promptement les courbes enveloppes demandées. 

Nous avons même dressé un Formulaire donnant les équa- 
tions d'une partie de ces courbes ; les autres se déduisent de 
celles-là, par de simples soustractions. Notre Formulaire sera, 
nous Tespérons, de quelque utilité dans la pratique, car nous 
y avons poussé aussi loin que possible les réductions en nom- 
bres, et nous n'avons conservé sous forme littérale que les 
poids par mètre courant, l'ouverture d'une ti'avée de rive, et 
l'abscisse nécessaire pour définir la section dont on s'occupe. 
11 ne renferme pas moins de 1200 formules : cette masse con- 
sidérable de résultats, que nous avons pu calculer dans un 
assez court espace de temps, est, pensons-nous, la meilleure 
preuve que notre solution présente, à un degré suffisant, la 
simplicité qu'il est naturel de désirer en pareille matière. 

Nous mentionnerons encore ici diverses questions traitées 
dans le § VI et dernier du second Chapitre. On y trouvera la 
théorie de la poutre à deux travées égales; l'appréciation, sur 
un exemple, de l'influence trop peu connue des écarts qui 



( *) L'Atlas est composé de vingt-quatre planches; on n*y a fait figurer que 
les poutres de trois à sept tracées inclusiTement. 
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peuvent exister entre la ligne des appiiis et la fibre moyenne 
. dans son état naturel; la recherche de la disposition des ap- 
puis, tant comme écartément que c<Hnme nivellement, d'où 
réstillerait le minimum du moment fléchissant moyen, sôus 
Taction d'une charge uniforme, etc. 

On remarquera peut-être que cet ouvrage traite d'une ma- 
nière assez sommaire la question des efforts tranchants. Nous 
avons eu, pour agir ainsi, un double motif : d'abord la con- 
naissance des moments de flexion entraîne, si l'on y tient, 
celle des efforts tranchants, car il n'y a qu'une dérivée à pren- 
dre pour passer des premiers aux seconds; d'un autre côté, si 
l'on détermine la section de l'âme d'une poutre en double T 
d'après l'effort tranchant, on la trouve presque toujours insuf- 
fisante pour résister ^m flambage, et on l'augmente dans une 
mesure arbitraire. Ce n'est donc pas la peine de s'occuper 
longuement d'une quantité dont on fait si peu d'usage en fin 
de compte. On aurait d'ailleurs approximativement sa valeur 
maximum dans une travée, pour les cas ordinaires, en augmen- 
tant un peu le demi-poids de la travée ( en prenant, par exem- 
ple, les { du poids total) , surcharge comprise. 

Cependant, comme il se peut, malgré ces observations, 
qu'on ait quelquefois besoin de déterminer exactement, pour 
une section quelconque de la poutre, les efforts tranchants 
limites qui s'y produisent, sous l'action combinée de la charge 
permanente et des surcharges, nous donnons le moyen géné- 
ral d'effectuer cette détermination, dans une note insérée à la 
fin du Chapitre premier. 

En résumé, le problème de la détermination des montents 
fléchissants dans une poutre à plusieurs travées solidaires 
présente, au point de vue purement analytique, un intérêt 
très-réel, parce que, suivant la manière dont on s'y prend, on 
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peut être conduit, soit à des calculs algébriques impraticables, 
soit, au contraire, à des calculs relativement simples et élé- 
gants. Ce livre est fort loin sans doute d'en renfermer la meil- 
leure solution : nous espérons toutefois qu'il est de nature à 
mettre sur la voie de perfectionnements ultérieurs. 
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ERRATA. 



Page 3i, ligne 6, au lieu de 2=2(1 + /) ;, lisez a = a{i + /) • 

Z 3 

Page 42) ligne 6 en remontant, au lieu de formule (i5), lisez formule (i4). 
Page 67, ligne i3, au lieu de au milieu, Usez au lieu. 
Page 75, ligne 10 en remontant, 

au Ueu de - 7/'~"7\ , lisez - liillll-. 

Page i!i3, ligne 3, au lieu de de la fonction/, Usez des fonctions/ ou i|^. 

Page 209, dernière ligne, au Ueu de -rp'b^^u^ ,, lisez -rp'b^^^u^^r 

4 4 

Page a54, ligne 2, après le signe =, au Ueu de -pb^, lisez -7/?^. 
Page 254, ligne 3, au lieu de -pb^. Usez 7:pb\ 
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TROISIÈME PARTIR 

CALCUL DES MOMENTS DE FLEXION DANS UNE POUTRE 

A PLUSIEURS TRAVÉES SOUDAffiES. ^j^^H^m tr m^^^^ 

CHAPITRE PREMIER. \"^^*^'^^'> / 



DES POUTRBS A PLUSIEURS TRAVÉES, EN GÉNÉRALS:;:-^?^ C«l!fi»rniîi 



§ I«>r. — Théorème relatif aaz moments de flezioii sur trois points 
d'ai^ui consécutifs d'une poutre; remarques diverses. 

1. Expression particulière du moment de flexion en un point 
quelconque d'une travée. — Par définition même» on appelle 
moment fléchissant OM moment de flexion la somme algébrique 
des moments des forces comprises .entre une section arbitraire- 
ment choisie et une des deux extrémités de la pièce, les mo- 
ments étant pris par rapport à un axe passant au centre d'élasti- 
cité (ou de gravité) de la section et perpendiculaire au plan dans 
lequel on suppose appliquées toutes les forces extérieures (*). 



(*) On suppose ici que la déformation de la fibre moyenne a lieu dans le 
plan vertical qui la contient : cela exige que chaque section transversale de la 
poutre soit coupée par ce plan suivant un de ses axes principaux d'inertie au 
centre d'élasticité. 

IlL I 
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2 CHAPITRE PnEUIEB. 

Si Ton veut exprimer analyUquenieiil la valeur X de ce mo- 
ment pour la section faite en un point quelconque M d'une 
travée AB (fig. i), il semble donc d'abord qu'on sera obligé 
d'y introduire, non-seulement les forces agissant sur la partie 
Fie* I. MB de It travée, mais en- 

core celles qui agissent 
sur les travées suivantes, 
y compris les réactions 
des appuis. Ces réactions 
sont inconnues à priori^ 
de sorte que dans le cas 
^^ général l'expression de X 

contiendrait un nombre indéterminé d'inconnues ou con- 
stantes auxiliaires qu'il faudrait ensuite éliminer, pour arriver, 
en fin de compte, à connaître numériquement X. Or un arti- 
fice de calcul très-simple permet, comme nous allons le 
montrer, de réduire à deux toutes ces constantes, quel que 
soit le nombre des travées de la poutre, tant à droite qu'à 
gauche de AB. * 

Faisons en effet une section dans la travée AB, infiniment 
près de l'appui B; chacune des forces extérieures situées entre 
cette section et l'extrémité de droite pourra se remplacer par 
une force égale et parallèle appliquée au centre d'élasticité 
de hilite iNsctlon, et par un couple. Si de plus nous supposons, 
comme dTiabîttide, toutes les forces extérieures agissant dans 
le plan de la figure et perpendiculairement à AB, la résultante 
de translation sera égale à la somme algébrique des forces 
transportées : ce sera ce qu'on nomme Vejfort tranchant y pour 
la section dont il s*agit. De même, la somme algébrique des 
couplés fournira pour celle 'section le moment fléchissant. 
Soient maintenant : 

X la distance AM du point M à l'origine A de la travée, ou 
l'abscisse de M comptée à partir de A sur un axe kx coïncidant 
avec la fibre moyenne de la pièce ; 
Q l'une des charges de la Iravée; 
a Tabscisse de son point d'application ; 
a la longueur AB de la travée; 
Xi le moment fléchissant et P. leffori tranchant dans la sec- 
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POUTRES A PLUSIEURS TRAVÉES, EN GÉNÉRAL. 3 

lion extrême de lé travée AB, inflnimeilt près de l'appui A> le 
sens positif étant ascendant pour Pi y et conforme à te ilècb^ 
pour le moment d'une force prise à droite de A ; 

X3 et Px les quatitités analogues pour la section faite infini*- 
ment près de B, toujours dans l'espace AB, 

Ainsi qu'on vient de le faire observer, toutes les forces 
extérieures qui agissent depuis la section voisine de B jusqu'à 
l'extrémité droite dé la poutre peuvent se remplacer par la 
résultante de translation P, et le couple X,; on aura donc pour 
le point M 

(I) X = X,-P,(a-x)-t-2Q(«-ar), 

équation dans laquelle le signe V indique une sommation à 

effectuer pour toutes les charges Q, continues ou non» de la 
portion MB, c'est-à-dire entre a = x et «==«. Elle fournit 
une première expression de X avec deux inconnues auxi- 
liaires seulement, Xa et P,; mais on peut en indiquer d'autres, 
et une parmi celles-là qui sera plus appropriée aux questions 
que lious devons traiter par la suite. 

Pour y arriver, rémarquons d'abord que la différence des 
deux résultantes Pi et P3 est égale à la somme des charges Q 
comprises entre A et B, c'est-à-dire que 

(a) * P,:ïrP.-t.20; 

assû 

secondement qu'on a, en faisant a: = o dans l'équation (i), 
(3) Xi = X,-P,a+2Q«- 



Les deux équations précédentes permettent d'introduire dans 
la valeur de X, au lieu deXj et P2, les combinaisons suivantes 
de deux inconnues auxiliaires, savoir : 
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4 GHAPITRB PREMIER. 

c'6st-à-dîre toutes les combinaisons deux à deux des <}uatre 
lettres X„ X,, P», P,, à Texception de la combinaison P,, P,* 
Le résultat le plus important est fourni par la combinaison Xi, 
Xï, que Ton obtient en éliminant P, entre les relations (i) et 
( 3 ). On trouve ainsi 

ou bien 
X=X. + (X,-X.)f-2^(«-^)+2Q(«-^J5 

«saO a = « 

soit enfin- 

(4) X = X.4-(X,— X.)^-h?(x), 
si Ton pose, pour abréger, 

(5) ç{x)=2Q(«-*)-2 ^{a-x). 
Chacune des deux parties X, + (X, — Xi)- et ?(a?), qui 

cl 

composent le moment fléchissant X, peut se définir d'une 
manière bien simple. La première a une signification géomé- 
trique ou algébrique qu'on aperçoit de suite. Élevons en effet 
aux points A et B deux ordonnées ÂC, BD,* représentant les 
valeurs de Xi et de X,, en grandeur et en signe; l'ordonnée 
ME du point de la droite CD qui répond à l'abscisse x repré- 
sentera de même la première partie de X, celle ou entrent 
Xi et X,; ou, en d'autres termes, cette première partie exprime 
ce que serait le moment X s'il variait uniformément avec ar, 
entre les valeurs extrêmes Xi etXj, répondant respective- 
ment à a: = o et xz=ia. 

Quant à la seconde partie ?(^), son sens, pour être un peu 
plus caché, n'en est pas moins simple et remarquable : elle 
exprime ce que deviendrait le moment de flexion en chaque 
point de AB, si cette travée, conservant les charges Q qui lui 
sont propres, était EPFBCTnrEttBNT sciée au-dessus des appuis A 
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POUTRES A. PLDSIEUBS TRAVÉES, EN GÉNÉRAL. 5 

ei B, sur lesquels on la poserait sans encastrement, comme 
une poutre isolée et indépendante de tout le reste. C'est là 
un fait aisé à constater. Si A et B devenaient deux appuis 
simples de la poutre ÂB privée de solidarité avec les travées 
voisines, Tappul B exercerait, en vertu de la charge Q, la réac- 

lion ascendante î^*, cette charge, au cas où elle se trouve- 
a 

rail sur la partie MB, produirait, dans le moment X pour le 

point M, les deux termes 

Qioc-x)-^(a-x), 

CL 

et, au cas où elle agirait dans l'intervalle MA, elle produirait 
seulement le dernier. Donc, en effectuant, pour les diverses 
forces, la somme des termes qui leur correspondent, on re- 
trouve bien 

c'est-à-dire <p(^). 

La propriété qu'on vient d'établir ou, au besoin, l'équa- 
tion (5) montrent que la fonction <p [x) s'annule aux deux ex- 
trémités de la travée; cette fonction dépend seulement des 
charges appliquées dans la travée elle-même, et n'est influen- 
cée en rien par les forces qui sollicitent le restant de la poutre, 
forces dont l'effet se fait sentir par les moments Xi et Xa. 
Voici deux exemples de sa détermination. 

Soit d'abord le cas où il y aurait sur AB une seule charge Q, 
agissant à la distance a de l'origine A; posons a = qa. Alors 
nous aurons 

entrea? = oeta: = îa.. (^{x) = Q{qa — x) — Qq{a — x) 

=—Qx(i — q), 
enive x = qa et x = a.. <p(^)= — Qq{a — x). 

La fonction pourrait se représenter par les ordonnées d'un 
triangle dont les sommets seraient les points A et B, et un 
troisième point sur la ligne de la force Q, ayant pour ordon- 
née —Qag(i— g).. 
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6 CHAPITRE PREUIEE. 

Considérons en second lieu une charge uniformément ré- 
partie, à raison de p kilogrammes par mètre courant, sur toute 
la longueur A5"t= a. Les charges Q consistent ici en une înÛ- 
nité de charges élémentaires pcf a, et d'après réquation(5) qui 
définit 9(^), on a 



9( 



x)=^\ p{oL — x)da — I — (« — x)doL 
= \p{a — xy — ^pa(a-'x). 



soit, en réduisant, 

?(^) = — ^P^{û — ■rj, 

ce qu'on aurait pu voir également par la défînition de f ( j;) en 
langage ordinaire. 

Quoique nous ayons supposé , en vue des applications ulté- 
rieures, que A et B sont des points d'appui, remarquons en 
terminant que cette hypothèse n'est pas nécessaire à la dé- 
monstration, et que A et B pourraient être des points quel- 
conques de la fibre moyenne : seulement, s'il y avait des appuis 
fixes dans leur intervalle, les réactions de ces appuis devraient 
entrer parmi les forces dont les moments composent 9 (^}. 

Nous sommes maintenant en mesure d'aborder le théorème 
principal du § P% dont tout ce qui précède est une espèce de 
lemme. 

2. Théorème sur les moments de flexion en trois points 

d'appui consécutifs. — Soient AB et AB' (fig.^) deux tra- 

Fig, 2^ véescontîguês d'une 

x_ B M K B' X' même poutre, sou- 



tenues par les appuis 

B, A, B', que nous 

y regardons d'abord 



comme équivalents 
simplement à la fixité des points correspondants de la fibre 
moyenne. Nous prendrons pour axes coordonnes rectangu- 
laires, dans la travée AB, les lignes kx, fiy] dans la travée 
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POUTRES A PLUSIIURS TRAVÉES, EN GÉNÉRAL. 7 

AB', les lignes Ax\ Aj', Torlglne commune étant placée su» 
la verticale de Tappui intermédiaire , avec laquelle se confon- 
dent Aj et Aj*. La ligne xOx^ sera d'ailleurs supposée en 
coïncidence avec la fibre moyenne dans son état pwmitîf, 
c'est-à-dire qqand la pièç^ n'épr^pve encore aucune lensioni 
ou compression. Nous désignerons par : 

X le moment fléchissant, pour un point M quelconque , 
entre A et B ; 

a:, y les coordonnées de M après la déformation causée par 
les charges, laquelle est supposée se produire dans le plan 
vertical de ^Ojc'; 

a la longueur ABî 

6 le moment de flexibilité de la section transversale, sup- 
posé constant pour toute la pièce ; 

Xi, X2, Xj les moments de flexion en B, A, B'; 

TxjT^y Yz les ordonnées des mêmes points (*); 

X.', x\y\ a* les quantités analogues, dans la travée AB', à 

celles que désignent les mêmes lettres non accentuées, pour 

la travée AB ; 

^ dr 

9i, 0», 9s les valeurs respectives de H^ en B et A, et de 

Cela posé, on aura Téquation connue 
d'où, par une première inlégratipn, 



(*) Si tou9 leq supports avaient é^ <iârasés à un niTeau tel, que la poutpe, 
prise clans son état primitif et soustraite à toute tension moléculaire , pût les 
toucher tous sans se déformer aucunement, ets'ils jouissaient d'une fixité abso- 
lue, i) faudrait supposer/, =/j =«=/, 3= o. Mais certaines inégalités dans ces 
ordonnées peuvent naitre des tassements de la construction; quelquefois aussi le 
constructeur peut les avoir établies d'avancei avec intention. Nous essayerons plus 
Ipin d'apprécier, sur des exemples particuliers, les effets de cette disposition; 
mais le plus souvent nous admettrons la nullité des ordonnées r,, r^» r,. 
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8 CHAPITRE PREMIER. 

et, par une seconde, 

•/o «/o 

ce qui, en intégrant par parties dans le second membre, peut 
s'écrire 

«(/ — J« — OiX)=:x I Xdx — 1 \xdx, 

Jq Jo 

Faisant jr=a dans cette équation, nous trouvons 

J/«a /ta /•a 

I Xrfx — I Xxdx= I X(a— x)rfar. 
o «/o «/o 

Nous pouvons maintenant mettre au lieu de X sa valeur con- 
forme à l'expression (4) du n** 1, savoir 

X = X.+(X. — X,)f H-?(^), 
ce qui donne 

«(r»--r*— s»«)=P[xi -h(X.—x,)2 H- ?(*)](« -^)ûf* 

= L\,a^^(\, — \,)(~Çja^-hr<f(x){a — x)dx, 

ou^ en réduisant et appliquant au dernier terme l'intégration 
par parties, 

(m) e(j.-r,-e,a)=gX.a'+ix,a»4-^ f^'^^^f^— ^)'^f- 

Une analyse semblable nous donnerait pour la travée AB' 
une équation toute pareille; il faudrait seulement remarquer 
que les x' ayant un sens opposé aux x, 9i doit se remplacer 

par — 0», car les valeurs initiales de ^r- et de ^ pour x=o, 

x' = o, sont égales et de signe contraire. Si l'on nomme en 
outre m{x') la fonction analogue de f (x) dans la travée AB', 
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on aura 

Éliminant alors da entre les deux dernières équations, nous 
trouverons 

Cette relation exprime le théorème que nous avions en vue. 
Nous ne chercherons pas à le traduire en langage ordinaire, 
car à moins d'établir assez longuement un certain nombre de 
déflnitions préliminaires, nous ne saurions guère arriver qu'à 
un énoncé diffus et même difficile à comprendre sans avoir 
réquation'sous les yeux. 

3. Remarque au sujet des encastrements. — L'usage est gé- 
néralement consacré (au moins quand il s'agit des poutres 
longitudinales d'un pont à fermes rectilignes) d'assimiler les 
piks et culées à de simples points d'appui, et c'est ce que nous 
avons fait au n^ 2. Cela sans doute n'est pas tout à fait con- 
forme à la réalité, mais il ne serait pas non plus exact de 
compter sur un encastrement complet, par le seul effet de la 
largeur donnée aux supports dans le sens parallèle à Taxe de 
la poutre; l'étude rigoureuse de la question présenterait donc 
une complication assez grande* Ajoutons encore que si, par 
des dispositions convenables, on voulait produire des encas- 
trements effectifs, l'obstacle ainsi apporté à la libre dilatation 
des pouires, sous l'action de la chaleur, pourrait entraîner de 
graves inconvénients : aussi les constructeurs paraissent-ils 
y avoir tout à fait renoncé. Mais on peut se demander, à titre 
d'étude théorique, comment il conviendrait de modifier les 
calculs du n^a, si l'un quelconque des appuis ou plusieurs 
d'entre eux devenaient des encastrements. 

Pour répondre à cette question, nous ferons observer que, 
dans le cas où le point A, par exemple» devient un encastre- 
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ment, rinclinaison 6, prend une valeur connue et déterminée 
d'avance, car fappui doit être disposé de manière à empêcher 
toute rotation qui modifierait la position angulaire de la flbre 
moyenne en A. Dès lors sa réaction ne se réduit pas nécessai- 
rement à une force unique passant par ce point, et si Ton y 
transporte parallèlement toutes les forces partielles qui com* 
posent cette réaction, il faut tenir compte; en mêm^ temps 
d*un couple produit par le transport. Ce couple entre ou n'entre 
pas dans le moment fléchissant pour la section -en Â^ suivant 
qu'on se place d'un côté ou de l'autre de ce point; par consé- 
quent le moment X présente là une discontinuité et passe 
brusquement d'une certaine valeur Xi, applicable du côté de 
la travée AB, à une autre valeur X', relative à la travée AB'. 
Donc, au lieu de l'équation finale (6) du n"" 3, on devra prendre 
les deux équations 

e(ri— r»— 0.«) = gX.a»4-5X,fl»4-^ r ^^ {a — xydx, 

qui nous avaient conduit à l'équation (6) dans l'hypothèse 
où Xs et X', désignaient un même moment. Ici Si est donne 
de sorte que la recherche des moments sur les points d'stppui 
comporte une inconnue et une équation de plus que tout à 
l'heure. 

Quand le point A est une extrémité et qu'on supprime une 
des deux travées AB ou AB', il est clair que l'on supprime 
une des quantités X, ou X'^, qui devient nulle, et l'équation 
qui la contient disparaît en même temps. 

Si la travée AB était encastrée à ses deux extrémités sous 
des inclinaisons connues 9„ ds, et si, en même temps, on 
donnait les abaissements jTu T»» ^^ aurait alors quatre condi- 
tions pour déterminer les deux constantes introduites par l'in- 

tégration de l'équation différentielle e -r^ = X, ainsi que les 

moments X,, Xa. Le moment de flexion serait donc connu 
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pour un point quelconque de ÂB, puisqu'il dépend seolemani 
(n*» 1) des charges qui pèsent sur cette travée et des moments 
qui ont lieu aux extrémîtés; donc, enfln, la travée dont il 
s'agit pourrait être étudiée à part; sa flexion et sa résistaixce 
deviendraient indépendantes dit reste de la pièce. 

Dans ce qui précède (n"2 et 3), nous avons supposé les 
charges Q absolument quelconques; nous allons anaintenaol 
faire des hypothèses particulières qui nous donneront des co- 
rollaires du théorème principal, utiles pour la suite de cet 
ouvrage. 

4. application du 4héorème principal au cas où chaque 
travée supporte une charge concentrée unique. — Supposons 
sur AB (Jig.i) une seule charge Q, dont Tabscisse a, ou àish 
tance au point A serait exprimée par qa^ q étant le rapport de 
cette distance à la longueur AB = «; pareillement sur AB' une 
seule charge Q^ à la distance q'a' du même point A. En se 
servant des valeurs de la fonction 9 (a?) indiquées plus haut 
(n« 1), on trouve 

entre ar = o et ^=;=<jfa V - = — Q(J — g)> 

* . doix) ^ 

entre x=iqa et x = a y == Q?> 

et par suite 

J/^qa /•a 

' [a — xYdx-^Qqi (a — x^dx 

= — ^(ia?q{i — q)(i — q). 

Cette intégration pourrait encore se faire par le procédé suivant, applir 
cable à d'autres cas particuliers et parfois préférable. L'emploi de l'inté- 
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gration par parties donne 

la quantité entre crocheta désignant la valeur particulière de la dérivée 
~^^S pour J7 = o. On est ainsi ramené à la recherche de l'intégrale 

/ Jla^ (<»-"^)'<^ • or, dans le cas actuel, ^ est constamment 

nulle puisque ^ - est constante, sauf pour x = qa, point où ^ ' 

changeant brusquement de valeur, sa dérivée J\ ' devient infinie. On 
a pour ce point 

donc la dernière intégrale se réduit à un seul élément et a pour valeur 
donc aussi * 

Par un procédé tout semblable on trouverait 

l'équation (6) du n®2 deviendra donc, par la substitution de 
ces intégrales, 

(7) J6e[Ç-r.(^-H^) 4-f]=X.a-H.X,(a-h«')4.X.a' 

1 _Qa.g(,_j)(,_g)_Q'a'>9'(l-9')(2-Ç'). 
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Si Ton voulait que la position des deux forcés Q, Q', au lieu 
d>être définie par leurs distances à l'appui intermédiaire» fût 
définie par la distance de chacune d'elles à Tappui le plus 
voisin vers la droite, en représentant par q^d la distance entre 
Q' et le point B', il faudrait, dans Téquation précédente, 
changer <( en i — q[ et écrire 

( -Qa^î{i-î){^-î)-Q'a'Y(î-g''). 

Si, au lieu de prendre les distances à droite, on les avait 
prises à gauche, le terme contenant Q' dans l'équation (7) 
n'aurait pas été modifié, et celui qui contient Q serait devenu 

5. Cas de charges quelconques. — Avant de montrer com- 
ment la formule (7) ou son équivalente (8) comprennent tous 
les cas possibles, relativement à la distribution des charges 
dans chaque travée, nous devons rappeler un théorème dé- 
montré dans la première partie de ce Cours C")» et dont voici 
l'énoncé : Étant connus les effets produits par une série de 
forces agissant isolément, on en déduit l'effet total dû à la 
réunion de toutes ces forces, par une composition semblable 
à ceHes des vitesses d'un même point; et si ces effets sont un 
déplacement dans une direction donnée, ou un moment flé- 
chissant parallèle à un plan fixe, la composition se changera 
en une somme algébrique. 

Cela posé, admettons, par exemple, qu'il y ait dans ht pre- 
mière travée ÂB [fig. 1) trois charges Q, R, S, et dans la seconde 
AB' deux charges Q', R'. On imaginerait que Tune des deux 
formules (7) ou (8] fût appliquée cinq fois, en ne conservant à 
chaque fois qu'une des cinq forces Q, R, S, Q', R'. Faisant alors 
la somme des cinq équations ainsi obtenues, et appliquant le 
théorème ci-dessus, on trouverait une équatibn finale ayant le 
même premier membre et les mêmes termes en X|, X,, X^; 
seulement cas trois noutions y désigneraient, ainsi que y^ y^, 

{*) Chapitre deuxième, $ III, p. m et sulyantes. 
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yti les valeurs relatives à Taciion simultanée des cinq forces, 
et chacune de celies'-ci Ûgurerait dans le second membre avec 
un coefUcient tout à fait analogue à ceux de Q et Q' dans les 
formules (7) et (8). L'équation fipale serait donc» dans le cas 
où Ton aurait fait usage de la formule ( 7 ), 

— Qa*g{t — g)(2 — 9) — R<2»r{i — r)(a — r) 

— Sd's{i — s){i—s) 

— Q'«'''g'(i — g')(2 — g') — R'a"r'(i— r')(2— r'), 

les notations qa^ ra, sa, q'a', r'a' désignant les distances res- 
pectives du poikit A aux cinq forces 0> ^f S, Q', R\ 

La démonstration précédente suppose que les ordonnées /-i, 
ja, js ont des valeurs variables avec les charges et composées 
^e termes proportionnels à chacune d'elles, à moins cepen- 
dant qu'on n'ait toujours yt rr:^t = ^s^ ce qui ferait disparaître 
ces quantités de l'équation, et les dispenserait de remplir «u^ 
-cune condition quant à leur loi de croissance* Or on conçoit 
(entre autres circonstances pouvant se réaliser) que les appuis 
aient été construits à des niveaux fixes, mais dont quelques- 
uns se trouveraient) dans l'état naturel de la poutre, à une 
petite distance au-dessus ou au-dessous de celle-ci : par 
exemple, on aurait /,=j^5 = o, et7t = une certaine valeur 
qui se produirait avec une partie des charges, sans pou- 
voir être dépassée quand on ajouterait un surcroît de charges 
nouvelles. En pareil cas, l'équation finalement trouvée n'en 
serait pas moins vraie, car il s'agit simplement de savoir ce 
que deviennent les intégrales 

qui entrent dans te second membre de l'équation (6). Or les 
moments <p (x) et ©{^') sont des fonctions linéaires des forces, 
sans terme indépendant; donc on aura ces intégrales en faisant 
la somme de leurs valeurs partielles quand chaque force agit 
seule, et c'est bien ainsi que nous avons procédé. 
Mais ce qui est modifié par l'hypothèse que nous examinons 
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maintenant, c'est le théorème sur la supeiposiUon des effets 
des forces; ce théorème n'est plus exact pour les abaissements 
de la poUire> ni pour les moments de ftexion qui se produisent 
en ses divers points. Cela constitue, pùur le principe général, 
une exception assez importante qu'il convenait de mentionner 
en passant. Du reste, on n'aura, pour ainsi dire, pas à s'en 
préoccuper en lisant cet ouvrage, car nous y admettrons à peu 
près invariablement l'égalité des ordonnées y sur tous les 
points d'appui« 

Les mêmes formules (7) et (8) peuvent encore s'employer 
avec des charges à répartition continue, car une charge de 
cette nature peut toujours être considérée comme formée par 
la réunion d'une infinité de charges isolées infiniment petites. 
Toutes ces charges élémentaires donneraient lieu, dans le se- 
cond membre de l'équation finale obtenue comme on vient 
de le dire, à une infinité de termes, dont la réunion formerait 
une intégrale déûnie; on les remplacerait donc par la valeur 
exacte ou approximative de cette intégrale. En voici un 
exemple particulier très-utile à considérer pour les applica- 
tions ultérieures, 

6. Cas de poids uniformément répartis sur ta longueur en^ 
tière des travées. — Nous plaçons sur les travées AB et AB' 
ijig. 2) des poids pa et p'a', uniformément répartis, à raison 
de p kilogrammes par mètre courant sur la première, et de 
p' kilogrammes, aussi par mètre courant, sur la seconde. Nous 
considérerons la charge pa Comme composée d'une infinité 
d'éléments, dont l'un, pa.dq, agit à la distance qa du point A, 
q étant une quantité qui vari« par degrés insensibles depuis o 
jusqu'à I. Dès lors, au lieu des termes en Q, R, S,. . ., de la 
dernière équation, nous aurons l'intégrale 

— / />«^?(i— 9)(2— f)rf^f ou — /w» / q{i—qK^—q)dq; 
de même, les termes en Q^, R' seront remplacés] 

-p'fl'H q{x — q)(,i — q)dq\ / \ ^r^ 



Digitized by 



Googk 



l6 CHAPITRE PREKIER. 

Or, on trouve par un calcul fort simple 

donc la dernière équation du n*^ 5 deviendra 

(9M II 

On serait arrivé au même résultat par la formule (6) du n° 2, 
en employant les valeurs 

<p(^)= px{a — se), m{a/) = p'x'{a^ — x'), 

données au n** 1. On doit, pour appliquer cette formule, cher- 
cher les intégrales 

soit en effectuant la dérivation de 9 et de cr, 

p I Ça — iix){a — xydxy 

— i/>' / (a'—^x'){a'—x'Ydx\ 
L'intégration par parties donne immédiatement 

I (a — iix){a — xfdx-^z — -(a — ix) [a — xf — -5 Ua — xfdx 
= — '^(a—'^x)[a—xY+-Aa — xY, 

I {a — ^x)[a — a7)'rf^ = ^ a*— g a* = ^a^, 
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et aussi 



r 



(a' -. 207' ) (a' — x^ ydx' = ^ a!^' ; 



/o 
donc on a 






La substitution de ces intégrales dans la formule (6) fournit 
bien une équation identique avec la formule (9). 

Si dans cette dernière équation nous faisons ^,=^,=^3=0, 
c*est-à-^ire si, conformément à Tusage ordinaire, nous suppo- 
sons parfaitement fixes tous les points de la fibre moyenne 
primitive qui sont placés au-dessus des appuis, nous aurons 



I I 



(jo) X,a-4-2Xa(ûf-ha').-hX3a' — jpa^ — yp'a'^=o. 

C'est réquation connue, entre les moments de flexion sur 
trois points d'appui consécutifs, donnée par M. Clapeyron, et 
avant lui par M. Bertot; nous la retrouvons ici comme cas 
particulier d'un théorème beaucoup plus générai, puisqu'il ne 
repose sur aucune hypothèse particulière quant à la distribu- 
tion des charges, ni quant à l'inégalité de niveau des appuis. 

7. Recherche des réactions des appuis. — Dans la théorie 
des poutres à plusieurs travées solidaires, telle que nous la 
présentons ici, on arrive à déterminer les moments fléchissants 
sans avoir besoin de connaître les réactions des appuis, comme 
on le verra dans les paragraphes suivants. Mais il peut être 
bon néanmoins de déterminer ces réactions, ne fût-ce que 
pour vérifier la stabilité des appuis eux-mêmes, et l'on y par- 
viendra sans peine, pour un appui quelconque tel que A 
(fig. 2 ), quand on aura les valeurs numériques des trois mo- 
ments désignés ci-dessus par X„ Xa, Xj, 

Reprenons en effet la poutre dont AB, AB' sont deux travées 
consécutives de rang quelconque. La portion située à gauche 
du point M, jusqu'à Fextrémité de la poutre, est soumise à 
une série de forces verticales, parmi lesquelles nous compre- 
nons les réactions des appuis : si Q désigne l'une de ces forces, 

m. 1 
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affectée du signe + ou du signe -— suivant qu'elle seva des- 
cendante ou ascendante, ql TabScisse de son point d'applica- 
tion relativement à la verticale ky, x l'abscisse de M» on aura 
pour valeur du moment de flexion en ce point une somm.e 
telle que 

et il en résultera^ en faisant varier x^ 

Donc la valeur particulière de — -^ pour a:=o, soit — ( --t- ] » 

est égale à la somme algébrique de toutes les forces verticales 
comprises entre l'appui A et l'extrémité de gauche, le sens 
positif étant de haut en bas. De même, si X' désigne le mo- 
ment de flexion en tout' point de AB% la valeur particuUère 

— (.-T-7 ) représentera la somme algébrique des forces verti- 
cales entre l'appui A et l'extrémité de dnolte. Donc la réaction 
de T de cet appui, comptée positivement de bas enhaut^ sera^ 
d'î^près l'équilibre de toutes les forces du système en projec- 
tion verticale, 

/rfX\ /rf'X'X 

Or on a (n° 1) 

X=X,+ (X. — X,)-4-(p(^), 



et par suite 



X^=X.+ (X,— X,)~4-o(x'), 



^X Xi — Xî . ^/ / ^ X 



tx a 

d\' Xb— X 



dx' a' 



--H«'(.r'); 
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donc ailssi' 

= <p'(o)H ^T- — «y (P) 

^ ^ ' a \a af ) a* 

On sait (n* 1) que <^(x) e\m{3B^) représentent les valeurs 
que prendraient les moments X et X' si la poutre était effec- 
tivement sciée au-dessu&des aj^pûis &» A,>F : après cette opé* 
ration, les moments Xi, Xs, X, s'annuleraient, et la réaction de 
Tappui A déviendrait 

;=— 9'(o)-©'(o); 
la quantité 



—-"•(^^i)-! 



exprime comment cette réaction fictive se modifie par suite 
de la solidarité qui existe entra les travées; par exemple, dans 
un pont chargé uniformément sur la longueur de chaque tra- 
vée, elle fait connaître l'excès positif ou négatif de la réaction 
réelle d'un appui sur la demi-somme des poids des travées 
adjacentes. 

8. Relation entre les inclinaisons de la fibre moyenne au- 
dessus de trois points d'appui consécutifs, supposé^ de nii^au: 
— Cette relation, quoique simple et assez remepquable> ne 
nous paraît pas avoir un bien grand intérêt pratique; c'est 
pour cela- que nous laissons de côté le cas où les appuis ne 
sont pas tous disposés de manière à rendre nulles les ordon- 
nées des points qui leur correspondent sur }a fibre moyenne. 

Reprenons Inéquation 



{i-")-f> 



trouvée au n" % et mettons à la place de X salvateur (n" 1 ) 



X = X,+ (X,-X,)-H-<p(.r), 
a 
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il viendra, en effectuant l'intégration autant que possible, 

et si Ton fait a: = a. 

Or on a trouvé aussi, au n^* 9, la relation 

e(rt— r«— M= J [x,-H(X. — X.)^-h9(^)l(« — ^)rf^ 

= gX.a'-+-^X,rt»-|- / ^{x)(a — x)dx, 

qui, par la supposition de Xt égal à /a, devient 

— eÔ,= g(Xt-l-aX,)a-l- j / <p(x)(a — :r) ctr;- 

on peut donc éliminer Xi, et l'on trouve 

(il) e(9,-{-20a) = X,fl H — I cp(j:)(3x — ^a)dx. 

En opérant de même sur Tautre travée qui aboutit en A 
{fig. îi), on trouverait 

— £(9.4-^0,) = - -Xjo' -h -^ / m(x'){Zx'^7^af)dx'; 

rélimination'de Xs entre les deox dernières équations donne 
alors 



Telle est la relation que nous voulions démontrer. 
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Quand on y suppose « = a' et <f(x)^=xs{x'), ce qui arrive- 
rait si deux travées adjacentes et égales étaient chargées symé- 
triquement par rapport à leur point commun, elle devient 

(i3) 0, H. 40,4.^3 = 0, 

formule très-sîmple, déjà démontrée par M. Clapeyron, pour 
le cas des charges uniformément réparties. 

Si maintenant on reprend Téquation (i i) applicable à la seule 
travée ÂB, quelle que soit sa position parmi les autres, on 
peut considérer le cas où le point Â serait une extrémité de la 
poutre. Alors, puisqu'il faut, pour l'équilibre de celle-ci, éga- 
ler à zéro la somme des moments de toutes les forces par rap- 
port à A, on en conclut que le moment de flexion est nul en 
ce point, et par suite, faisant X3 = o, on aura 

o 

De là résulte un fait assez remarquable : quand on connaît les 
charges dans une travée de rive, et par conséquent la fonction 
(p{x) dans cette travée, cela suffit pour déterminer la somme 
algébrique 0, -h ix 0a, formée par le double de l'inclinaison au 
point extrême et par l'inclinaison sur l'appui suivant. 

Les relations (12) et(i4) permettent d'avoir toutes les incli- 
naisons 6 sur les appuis d'une poutre, quel qu'en soit le nombre, 
quand toutes les charges sont connues, et que les appuis, tous 
simples points fixes sans encastrement, sont sur la fibre 
moyenne primitive. Soit donnée en effet une poutre à n travées, 
ayant par conséquent (w 4-1) appuis; on appliquera d'abord la 
relation ( 1 2) à tous les groupes de deux travées consécutives, en 
. nombre n — i, puis la relation (i4 ) aux deux travées extrêmes, 
et l'on aura ainsi n 4- 1 équations entre un pareil nombre d'in- 
connues. Prenons comme exemple numérique une poutre à 
trois travées égales, chargée uniformément sur toute sa lon- 
gueur; nommons 0, et 0» les inclinaisons sur un appui de rive 
et sur l'appui suivant; les deux autres inclinaisons seront, en 
raison de la symétrie, — 0» et — 0„ de sorte que la question 
ne comportera que deux inconnues. Or l'équation (i3), appli- 
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ca^ble au cas a,ct|uel, Revient 



réquation (14)9 en y faisant <p(x)ç= — r- px{a — x), donnera 

d'où résulte 

"^ 4<^ e ' ^ 12Ô £ 

il nous semble superflu de jdjé!7elof4)er ^avantage ces coosi- 
dérations, dont les applications seraient Crès-restreinies dans 
la pralique. Nous ailons passer à la •recherche» beaucoup plus 
importante, des moments fléchissants produits, 30ic par ^ne 
charge concentrée unique, soit par une charge uniformément 
répartie. Cette recherche est fondée, conime on va le vpir, 
sur le théorème principal démontré plus haut (n*' 2), dont la 
formule (6) est l'expression algébrique générale. 

§ U. r- DétBnoinatiQX^ d^js moments fléchissants prodiûts par npe 
charge concentrée nniqjae, lorsque tous les points de la fibre 
moyenne primitive situés au-dessus des appuis ont une fixité 
absolue. 

9. Forn^ation et étud^ préliminaire de quelques séries nu- 
mériques. — Soit dopppe une poutre de n travées, reposant 
par conséquent sur /i-f-.i appuis qu'on suppose numérotés en 
allant dp gauche à dnoite, et qu'on désâgnera par 

Ac, Al, Aj, A3,. . ., Afli_2, Am—t, Ain,. . •, A^_i, An 5 
nous appellerons 

Al, a», ^39 ^O • • • > am^j, Air, • • • » ^n-iy 0*9 

les longueurs successives des travéeç, là première étant la 
distance A» Ai, la seconde Ai A», la troisième AsAs» ^^ générale- 
ment la /»'•'"• étant A«-.iAm. 
Cela posé, nous considérerons en premier lieu deux séries, 
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chacune de n nombres, 
délenninés par les équations 

2Mi(a,-}-aa)-h«,aa = 0, 
Wî^a-f- 2«3 («a 4- «4 ) -+- ^4 «4 = 0, 



('0 



«„_,a«_,-|- 2 ««-I (««,-,4- a«) H- ii«a«=o. 



(2) 



«'«-mam H- 2 f „_«H., ( a„ -h am^i ) H- t'^-.i+îfl»-! = o, 
(^n-jûj-t- 2('„_t («, + «,)-!- (^,«, = 0, 

auxquelles on joint encore 

a.= Vt= I. 

Ces deux groupes d'équations (i) et (2) ont une forme géné- 
rale facile à saisir; de plu3t ils ne diffèrent l'un de l'autre que 
par le changement de Tordre des travées, c'est-à-dire qu'on 
passe du premier au second en mettant a« au lieu de ai, a^-i au 
lieu de as,. . ., a^^m^ au lieu de a«. Il est donc visible à priori 
que les deux séries u et i' sont composées de la même ma- 
nière et qu'elles doivent présenter les mêmes caractères gé- 
néraux. 

Le calcul pratique des deux séries ainsi définies ne donne- 
rait lieu, dans chaque cas particulier, à aucune difficulté d'exé- 
cution. Faisant w,=M dans la première équation du groupe (i),' 
on en tirerait u^; portant ces valeurs de ?«, et Ut dans l'é- 
quation suivante, on aurait u^; et ainsi de suite, de proche en 
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proche. Chaque équation du groupe (i) fournit généralement 
un nombre u, au moyen des deux qui le précèdent dans la 
série. Il en est tout à fait de même pour les nombres v. Mais 
ce n'est pas assez d'avoir constaté la marche simple et natu- 
relle du calcul ; il faut pénétrer plus avant dans la question, et 
découvrir quelques-unes des propriétés intimes qui caracté- 
risent ces deux séries. 
Remarquons d'abord en passant qu'elles ont une liaison 

entre elles. Nous pouvons, en effet, éliminer — entre la pre- 
mière équation du groupe (i) et la dernière du groupe (2), 
— entre l'équation suivante dans le premier groupe et l'équa- 
tion précédente dans l'autre, etc.; on trouve ainsi 



i'n-2-h2i/„_, 


«,4-2W, 

l/,-|-2Wa 
Ms4-2M, 






W„_j4-2M«_, 


Vi H- 2 i'a 
t'a -h 2(^, 


Un-, 4- 2M„_2 
M„_, 4- 2 M„_, 


2f, 


M, 


4- 2//„_, 



soit en tout n relations par lesquelles on pourrait, assez sim- 
plement, passer des u aux c, ou inversement. Mais H ne semble 
pas que cette dépendance mutuelle puisse conduire à des con- 
séquences bien utiles pour les applications; nous n'insisterons 
donc pas davantage sur ce point. 

Voici maintenant la propriété la plus importante. La pre- 
mière équation (i) donne 



- = 2 I i4---h 

M, \ «3/ 



Digitized by 



Googk 



POUTRES A PLUSIEURS TRAVÉES, EN GÉNÉRAL. sS 

d*,oii il résulte que le rapport est positif et supérieur à 2. 

On a aussi, par l'équation suivante^ 

«2 \ azj Uitti a, \ -Ma/' 

or, d'après ce qu'on vient de voir, le nombre négatif -^ n'atteint 

pas -> de sorte que 2 -h îîi est positif; donc -' est positif et 

supérieur à 2. Partant de là, nous pourrions répéter le même 
raisonnement et reconnaître que la même propriété existe 

pour ' \ pour plus de généralité, montrons de suite que si 

elle appartient à — =^S elle est, par cela même, encore vraie 

quand on augmente les indices d'une unité. Dans ce but, pre- 
nons la (m -7- !)'*'«« équation (i) et mettons-la sous la forme 



(3) 



= 2H 2 H ); 



il n'y aura plus altors qu'à répéter mot pour mot ce qu'on a dit 
au sujet de ^- Nous sommes donc en droit d'affirmer que 

11 
est un nombre positif supérieur à 2, quel que soit l'in- 

dice m à partir de m = 2, et quelles que soient aussi les ouver- 
tures aty ary Osy Il en est de même, bien entendu, pour 

2-, Ainsi donc : 

Théorèsie. — Les deux séries 



Ml, W2, «8, Uty.^.y Un, 

•V,, V„ «/„ i'4,..., i^H, 



se composent chacune de termes alternativement positifs ^t 
négatifs, le signe -h appartenant aux indices impairs; dans 
l'une ou l'autre les valeurs absolues croissent plus rapidement 
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que la progr€S$ian géométrique 

I, 2, 4, 8,..., 2"-. 

Les deux séries ueXi^ sufBraient à la rigueur pour la solu- 
tion de tous les problèmes que nous avons en vue sur la 
poutre an travées; toutefois H sera bon d'en employer con- 
curremment deux autres déduites des précédentes. Nous sup- 
poserons donc que l'on calcule encore les rapports 

«m ' ' Un 



o, 






«4* 


0, 


Vx 
V2 


«'a 





i'» ' ' t'» ' 



€pii seront désignés par 

P*, p.. Pz, Ps,..., (3^-.,..., (3,.., 
y», yi, y», ys,..., y.,-,,..., y«-,. 

Chacun de ces nombres nouveaux sera plus particulièrement 
affecté, comme la suite le montrera, aux calculs it faire dans 
une certaine travée. Voici un tableau indiquant les travées 
avec leurs (3 et y corrélatifs : 

AqAi, AiAs, A1A3,..., An_iAoty ••» An^iAff, 
p., p., §„■.■, P»-,,..., Ph-„ 

y»— 1> yn—29 y»— if • •> y»— »> • • •» y©» 

Cette corrélation est d'ailleurs ici purement conventionnelle, el 
il est parfaitement permis, sans justification aucune, d'appeler 
(3«-i (par exemple) le (3 de la m""^ travée. 

Le théorème établi tout à l'heure, concernant la loi de crois- 
sance des séries u et v, montre que tous les (3 et y sont des 

nombres positifs et ne pouvant varier que depuis o jusqu'à -• 

Chacune de ces deux limites a d'ailleurs une signification 
remarquable qu'il est utile de signaler. Supposons d'abord que 
le p de la m'*»* travée (celle qui a pour longueur Um) devienne 

égal « -; on aura donc 
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64, <}'apjrès l'équation < 3), 

C9àt ^ -f- ^^ ne peut être wpposé nid. Or, Um-.i rc o i^gnifiereit 

que les appuis Âm-, et Â«-i sont confondus en un seul, c'est- 
à-dire que la direction de la tangente à la fibre moyenne est 
maimenue mvariable en km-x, eu encore que ce point d'appui 
éc(uivaut à un encastrement. De même, on verrait que l'hypo- 
thèse y,,-.», =- entraînerait la nullité de 0»+,, c'est-à-dire la 

transformation de l'appui A« en encastrement. Au contraire, 
pour que p«-i pût s'annuler, il faudrait avoir, en vertu de la 
même équation ( 3 ), 

0^, ==00 , 

et, pour annuler ym^mj il faudrait rendre infinie la longueur £x«+i. 
La signification physique de ces travées infinies n'est peut-être 
pas aussi manifeste que celle des travées nulles, mais elle le 
deviendra quand on aura reconnu que si le p d'une travée 
Aok-iAm s'annule, le moment de flexion sur l'appui de gauche 
A„-., sera lui-même généralement nul (*), en sorte que, malgré 
la solidarité de la travée Am-iAm avec sa voisine Ar^sAm-.,, la 
première devra être considérée comme reposant en A«-.i sur 
un appui d'extrémité, ou encore, si l'on veut, comme sciée en 
ce point. 

Ainsi donc, en résumé, les hypothèses extrêmes j3«_i = - et 

|3m.i = o répondent aux deux cas limites oà l'appui Am_i 
fonctionnerait, à l'égard de la m*^^ travée, comme encastre^ 
ment complet ou comme simple appui d'extrémité. Les deux 
limites de yn^m ont, pour Vautre appui A» de la même travée, 
un sens tout à fait analogue. 

Mais il est clair que quand une poutre repose sur une suite 
de points fixes, les rapports entre les longueurs de deux tra- 
vées consécutives ne sont jamais ni nuls ni infinis; aussi ne 



(^) Ce fait n'est fiCMimis qu'à un cas d'exception : nous y reviendrons plus 
loin. 
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peut-on pas renconirer des nombres (3 el 7 devenant rigoureu-^ 
sèment égaux à Tune de leurs limites. En d'autres termes, par 
l'effet de la continuité de la poutre» les deux appuis qui ter- 
minent une travée constituent toujours pour elle quelque 
chose d'intermédiaire entre le simple point fixe et l'encastre- 
ment, sans être absolument l'un ou l'autre. 

Au reste, quand on assigne des limites aux rapports entre les longueurs 
de deux travées consécutives; au lieu de les laisser variables de o à 00 , 
on peut par cela même trouver d'autres limites des nombres p et 7, plus 

étroites que o et -9 pourvu cependant qu'on laisse de tàté les valeurs 

initiales p, et 7, , nulles dans tous les cas. Nous allons le montrer en 

mettant un rapport tel que =- sous forme de fraction continue. Re- 

m—i 

prenons pour cela les équations du groupe (i) en les écrivant comme ci- 
dessous : 






m 



en posant, pour abréger récriture, 

^-^ ^-^ ^-^ ^"-«--^ 

a^ «3 «4 ^« 

ces équations deviennent 

(4) -|| = a(. + *.), 

«3 * " *«, 



(5) • _i^=.a(. + V,) + J„.,^', 
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La première donne -] en portant sa valeur dans la seconde, on trouve 

expression qui substituée dans la troisième donne à son tour 



Le même procédé de substitutions successives toujours continué conduit, 
à la formule générale 



(6) _Jk.= a(.+J_,). 



^(^+S.-,)- 



^<-^'-'^-ï(ItC)=: 



la ihiction continue s'arrête quand on arrive au dénominateur 2(1 + ^, ). 
Maintenant, je dis que si Ton remplace tous les rapports d par un 

u 
nombre plus grand , on augmentera ^ • La proposition est en effet 

évidente pour h d'après l'équation (4); d'un autre côté, on peut voir 

d'après l'équation ( 5 ) que si elle est reconnue vraie pour 2!=i elle le 

sera aussi pour- -^ — ^ - car ce dermer rapport ne contient, comme por- 
tion variable, que ^^_i (a + ^2!=î j, quantité dont les deux facteurs au- 
ront augmenté. Cela suflSt pour justifier notre proposition; et en consé- 
quence, / étant une limite supérieure des rapports d, on aura 

(7) -:^<^(i-f-0- 



2(£+/)~ 



^1 + /)- 



a(i + /).~. 



Il faudrait avpirsoin (bien entendu) d'arrêter la suite des fractions inté- 
grantes dès que leur nombre atteindrait celui qui existe dans la fraction 
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continue (6 y. De la dernière équation nous pouvoM déduire, pour ot> i , 



P«-,> 






en observant une règle pareille pour le nombre des fractions intégrantes 

—. 7; • Si l'on avait mis, au lieu de /, une limite inférieure /' des 

a(i4-/) 

nombres ^, on aurait tro\ivé de môme 



(8) -:^>a(H-n- 



"— »(! + /')■ 



1(1 + /'). 



a(H-/')-. 
d'où résulte également 

a(.i-h/') 



Mi-hO- 



a(i4-n- 



2.(1 4-^')^-. 



La forme des fractions continues (7) et (8) suffit pour montrer bien 
facitement' querletiis réduites^ vonteadiotàiiUflnt; ainsi* lâ^jitietAière 'ré- 
duite de (7) est 2(i-h/); lasecondeest i(i-|-/) — ; la troi- 
sième diffère de la seconde en ce que le dénominateur du terme négatif 
doiti être dimiitué^ cie ({lil d pmt' ^sm d^ilgblehte^* sa valëtlf 

absolue, et partant de rendre plus faible le résultat final. Le même rai- 
sonnement se répéterait pour les réduites suivantes. Dono on a^ pour totite 
valeur de m, 

2^ > la limité dé la fraction (8) prolongée à l'infini, 
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OU encore, en nonujaa&t z' cette limite et supposant m'> i, 

P«-i>a(i4./)' 

La limite z' et la limite analogue z de la fraction (7) se déterminent 
aisément par un procédé très-connu : on a 

z 
d'où Ton tire> par la résolution d'une équation du second degré, 



(9) z = i+/-+-v /i4-/4-/% 

(10) /:=^r-hr + v'î + ^'4-/''. 

Le signe — du radical est rejeté, afin de ren^lirs la condition néû^spure 

Z>2, Z'>.2. 

La discussion qui précède nous montre, em résumé, que si tous les 
rapports -2!=i sont compris entre deux limites letl', dont là première 
surpasse la seconde^ tous les nombres p auront une linfite inférieure 
- at une limite supémeure ' > > ' ■ ■ — ^ sauf Peûacèpthn 



Po = o. 

Quant aux nombres 7, les mêmes résultats peuvent leur être appliqués : 
seulement, comme Tordre des travées est renversé et qu'on doit consi- 
dérer — 2i- au lieu de -2î=i? la limite / devra se remplacer par 77 et /' 

pari. 

Exemple particulier. — Supposons tous lôs nombnes'uu âi> 
^3f • • égaux entre eux; les équations du groupe (i) dépannent 

«I H- 4"» H- «3 = 0, 

Mj + 4«3-+-W4==0, 

M,-+-4«'«-H "5=0, 
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On en tire successivement, après avoir pris m,=i, 
M, = — 4"t = — 4> 

M3 = 4"« M, = 4.4 I = l5j 

^4 = — 4^3 — M2==---4ï5 + 4 = — 56, 
1/5 = — 4 "4 — W3 = 4 • 56 — 1 5 = 209, 
• ••• j 

et, en continuant de même, on forme le tableau suivant que 
Ton doit arrêter dès qu'on arrive à «« : 

«i, Wa, W3, M4, «6, «6, W7, 

1, —4, ï5, —56, 209, —780, 291 1, 

Ugy 1^9, K|09 Wii, K|2,«.. . 

— 10864, 4^545, — i5i3i6, 564719, — 2107560,.... 

f 

Le rapport entre la valeur absolue d'un terme et celle de 
son précédent dépasse bien toujours la limite 2, car le calcul 
direct donne pour valeurs successives de ce rapport 

4 i5 56 209 780 291 1 
I 4 1^ 56 209 780 

soit approximativement, à o,ooooo5 près, 

4, 3,75^ 3,73333, 3,73214, 3,73206, 3,73205, 

Par l'emploi de la formule (6), on reconnaît dans les fractions 
ci-dessus les réduites de la fraction continue périodique 

4 ' — - 



4- 



4- 



4- 



4— 



Les nombres p,, ^„ Pa,. . . auraient en conséquence l'expres- 
sion inverse 



I 



4- 



I 
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POUTRES A PLUSIEURS TRAVÉES, EN GÉNÉRAL. 33 

d'où Ton tirerait des réduites inverses de celles qui Ggurent 
ci-dessus; ces réduites sont en fractions décimales 

p., p., Pa, (3o Ps, P.,...> 

o,25, 0,26667, 0,26786, 0,26789, 0,26795, 0,26795,..». 
11 faut, dans le cas actuel, faire /= /' = i; on a donc 
^ = z'=2-f-V^ = 3,732D5..., 

limite vers laquelle tendent les rapports "^ pour m = x . 

De leur côté, les nombres p convergent vers la limite 

:-—- == 2 — ^3 = 0,26795. . ; 

2-|-\/3 

ce dernier nombre est leur limite supérieure — ,* et leur li- 
mite inférieure — ; — --7-. prend la valeur -r- On voit donc qu'ils 

varient dans un intervalle très- resserré. 

La série des v ne diffère pas de celle des m, pour raison de 
symétrie; celle des y coïncide pareillement avec celle des p. 

Les nombres p et y ayant tous des valeurs comprises entre 

j et o,26& (sauf p» et y«), on voit que les appuis intermédiaires 

d'une poutre à travées égales se trouvent, sous ce point de 
vue, à peu près à égale distance du rôle d'appuis simples et 
du rôle d'encastrements complets, pour chaque travée consi- 
dérée seule. Ce sont (si Ton peut s'exprimer ainsi) des demi- 
encastrements» 

10. Recherche des moments fléchissants sur les points 
d'appui y dans le cas oà la poutre supporte une charge con- 
centrée unique, — Nous commençons par étudier ce cas d'une 
charge unique, un peu abstrait peut-être, car une poutre 
supporte toujours en réalité des poids répartis d'une manière 
continue, ne fût-ce que son poids propre; mais, suivant la 
remarque générale rappelée au n® 5, concernant la superposi- 
tion des effets, étudier l'effet total d'un ensemble de charges 

m. 3 
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revient toujours à étudier l'effet spécial de chaque charge par- 
tielle, puisque la réunioB de tous ces effels spéciaux donne 
l'effet définitif, du moins quand on écarte l'hypothèse d'abais- 
sements inégaux pour les points de la poutre situés au-dessus 
des divers appuis. 

Soit donc une poutre reposant sur une série de (nH- 1) ap- 
puis simples, sans encastrement, Ao, At, As, A3, ... , A».!, A.,» 
A«4.„..., A»-,, An {fig^ 3), que nous supposerons, suivant 

Fig. 3. 



Ao 



A,.. 



Q 



l'usage ordinaire, capables d'assurer la fixité des points cor- 
respondants sur ta fibre moyenne primitive; un poids unique Q 
agit en B, dans la travée A«-.iA«. 11 faut, pour l'équilibre de la 
poutre» que la somme des moments de toutes les forces etté- 
Heures soit nulle relativement aux points A« et A», de sorte 
qu'en ces points le moment de flexion est égal à zéro; mais, 
sur tous les autres appuis, le moment de flexion prend des 
valeurs qui ne sont pas nulles et qu'il s'agit de déterminer. A 
cet effet, nommons : 

Xi, Xs, X3, . . . , X«-.i les moments demandés, chacun se rap* 
portant à l'appui qui a même indice; 

a„ a», fls» • • . , ««-i, a» les ouvertures des n travées A^Ai, 
Al As, AsAs, . . ., Aiï— îAji— i, An— iAr; 

9 et r les rapports des distances Am^tB, BA« à la longueur 
totale de la travée A».! Am, rapports dont la somme égale l'unité» 

Appliquons l'équation (7) ou l'équation (8) du n" 4 succes- 
sivement à tous les groupes de deux travées consécutives, en 
tenant compte de ce qu'on a, par hypothèse, 

et, par définition, 

nous trouverons alors les » — 1 relations ci-après entre les 
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I inconnues de la question : 

aX, (a, -h flî) 4- X^a2 = Of 
X, «a + a X, («2 4- «3 ) -f- X, a, = o , 
XiO. -f- 2X9 («3 -h ^4 ) -h X^fli = o, 



X^-^aû—î -h 2X«-_s(flfl^s + a«i-i ) -h X«»,a«_i = o, 
( 1 1 ) { X,_,a„,, H- 2 X,-., (a«^, + a- ) + X«fl« = Q a^ gr{ i -H r), 

X;„_,û« -h 2X«(«„ -f- aH,4-i) -+- X«+, ûf„4., = Qû,igr(i -4- g), 
XmCim+t -4- 2X*H-i{aflH-i -h ««4-») -1- X«+îa«+, = 0, 

X„_8a«-_,-|- 2 X,_î (a„-j -+- «„-, ) 4- X«-i a«-i = o, 

X^^jûj,-, -h 2X,-., (a,»-, 4- ««) = o. 

En considérant à part les m — 2 premières de ces relations, 
on voit qu'elles forment un groupe tout semblable au groupe ( i ) 
du n* 9; la (m — i)'*"* rentrerait dans la même loi, si Ton faisait 
abstraction du second membre. Ainsi donc, Ut, u^, u»,. . . , u^i. 
Un représentant la série de nombres u calculés comme on l'a 
dit plus haut (n° 9), on pourra poser 

X|=MiXt, Xj= 1/3X49 Xs= «iXty • -y X«.|=flM.|Xt. 

Pareillement on pourrait partir de la dernière équation (i i), 
et en remontant jusqu'à la (m + 1)'^ inclusivement» on trou- 
verait un groupe de même forme que le groupe (2) du n? 9, qui 
permettrait d'exprimer, avec autant de facilité, les moments 
Xm» X«H^, X«^S9* • *, X».,, X«^ par leurs rapports avec ce der- 
nier, c'est-à-dire qu'on aurait, en employant la série déjà con^ 
nue des nombres c, 

X#— I = ^iXit—i, Xn— 3= f'iXn.i, X||.^= i'iXii-.i,. • . y 
X«=t',«,X»-.i. 

Cela posé, dans les deux équations contenant Q on rempla- 
cera tous les moments par leurs valeurs en Xi ou Xn-i, et il 
viendra 

X,[M«_3a«^iH-2M«_,(a«-i+a«)] H- v„^X„.,a« = Q<gr(i-hr), 
««-,Xia«H-X„-., [2('„-«(ai„4- am+,)-|-('»^-., a«+,] = Qa^gr( 1+5), 

3, 
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OU bien, eu égard aux relations qui déterminent a« et v».^^t 
dans les groupes ( i ) et ( a ) du n<* 9, 

— a«X, -H c— «X^, = Q««gr{ i -h r), 
w»,-,X, — i'.-.^.X.^, = Qa^grit -h 7); 

on en tire sans peine 

(i3) X,_, = Qfl«gri ^ ^ 

Quand on aurait ainsi trouvé X. et X».!» il sufQrait de les 
multiplier respectivement par les deux séries 

pour avoir les moments sur tous les points d'appui 

A», Aj, A49..*9 Aai— I, 

AjB, Aim.i, Aiii4.3,*.>> A»— t, 

autres que A, et A„_,. 

Les formules (12) et (i3) sont peu commodes à écrire et 
même à lire» à cause des nombreux indices qui les surchargent. 
Afin d'en avoir d^autres qui puissent les remplacer, sans pré- 
senter les mêmes inconvénients, nous les multiplierons d'abord 
par u^i et c»-», ce qui donnera Xj,-i et X», savoir : 

X Qa^gru. ^_.,__«^,„,^. » 

X.= Qa.îr._ (t + r)..,.H^(. + g).. 



ensuite nous ferons, suivant les notations du n" 9, 
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et il viendra, en supprimant le fadeur commun i/m^n-m+i» 

Maintenant observons que p«_i et y^.^ représentent ce que 
nous avons nommé plus haut le |3 et le y de la travée A«,.iÀ«; 
sous la condition de nous rappeler que les grandeurs a, p, y 
sont celles qui^ dans leurs séries respectives, appartiennent 
spécialement à la travée où agit la charge, nous pourrons donc 
supprimer les indices dont elles sont affectées et écrire sim- 
plement 

(.5)- X.= Q«,ryi±i^^ii±i:l^: 

telles sont les formules auxquelles nous nous arrêterons, et 
que nous emploierons principalement dans les discussions 
ultérieures du § IL Elles permettent, aussi bien que les for- 
mules (la) et (i3}, de calculer les moments sur les divers 
points d'appui, car les termes de chacune des deux séries 

A.|, Xj, As,. . •, Am— I, 

ayant entre eux des rapports connus, on les connaît tous dès 
qu'on connaît un terme de la première et un terme de la se- 
conde. On a, par exemple, 

X^3 = Xai—i = — pm_sX«|.i, 

Xm— 3 = Xji— j = pm— 3 X»-.i = p«i— 7p«_sXj|— I, 

et ainsi de suite ; on trouverait l'expression générale 

(16) X,^= ifc p„^,(3«-,(3«-4. . .(3.-*X«_., . 
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applicable à tous le^ appuis qui précèdent A«^i ; te signe est -4- 
quand il y a un nombre pair de facteurs (3, — dans le cas con- 
traire. Pour les appuis au delà de Â« on aurait pareillement la 
formule 

(17) Xm+k = ± yn^-i y«-»-3 . . . y»-i,^*X». 

L'analyse ci-dessus doit se modifier légèrement pour le cas 
où la charge porte sur Tune des travées extrêmes, soit par 
exemple la première. Alors Q ne figurera plus que dans la pre- 
mière équation (11), et toutes les suivantes étant privées de 
second membre, on pourra faire dans celle-là 

en représentant par qut, rux les distances de la force Q aux 
appuis Ae, Al, on trouvera de cette manière 

ou bien, si Ton a égard à la dernière équation (2) du n*> 9, 

X«-, ^ — - Qa.gr(i 4- q). 
Ce moment multiplié par 

^2, ^3, t^4, . . . , i^«-., ^„-x 

donnerait la valeur des autres inconnues 

Xn— 3, Xn^3, Xn— o •-, Xj, X|. 

Le moment X, en particulier serait 

(18) X, = —^Q«,gr(r-H?) = 7«-.Oa,7r(i >+.(/); 

c'est ce qu'on aurait obtenu de suite si Ton avait fait p=(îo=o, 
dans la formule (i5); la formule (i4) aurait d'ailleurs donné' 
X«s: o, ce qui a lieu en effet. Connaissant Xi, la formule (17 ) 
donnerait Xj, Xs, X^ • . - , en y supposant m = i . 

Nous sommes maintenant en mesure de justifier ce qui a été avancé au 
n" 9, savoir, que si p„_, est nul, l'appui A„^, joue, pour la travée A„_, A„,, 
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le rôle d^un simple appui d'extrémité, sauf une exception relative à la 
position de la charge. Il suffit de montrer que FégaBlé ^„_^ ^r enirafne' 
généralement X^., = o, car c'est bien la propriété caractéristique d'un 
appui extrême, de fournir, par l'ensemble de ses réactions, un moment 
fléchissant toujours nul ; il faut en outre indiquer le cas exceptionnel où 
p„_^ sera nul, sans que X^^^ le soit. Or supposons la charge dans la tra- 
vée A^^A„, puis à droite de l'appui A„, puis à gauche de A^., : je dis 
qu'on aura dans ces trois cas X^., = o pour p,^, = o. 

En effet, la formule (i4) contient le facteur p (ou P,^,), et par consé- 
quent X„_, s'annule avec p^.j quand la charge porte sur A^^^Â^ : c'est 
le premier des trois cas. Si }a charge se «trouve à droite de A^, la for- 
mule (i6) devient applicable à A„_^, et p„_^ figure alors parmi les facteurs 
P du second membre : donc, dans le second cas, le moment de flexion est 
nul, non-seulement en A^_„ mais aussi sur tous les appuis k gauche de 
ce point. Quant au troisième cas , il n'y a pour ainsi dire pas besoin de 
nouveaux raisonnements : en effet, la condition nécessaire et suffisante 
pour annuler p^_, , c'est que la travée A^_,A„., soit infinie (n**9); alors 
tous les moments fléchissants s'annulent en A^., et sur la gauche, 
quand la charge est à droite : donc aussi, en permutant la droite avec la 
gauche (ce qui revient à changer seulement la position du spectateur 
relativement à la poutre), les moments de flexion s'annuleront en A^, 
et sur toute la partie droite comprenant A^^ quand on mettra la charge 
à gauche de A^^. 

Le cas d'exception annoncé plus haut esit cém oà la charge est sur la tra- 
vée A^_,A^_2; cette travée ayant une longueur infinie relativement à ses 
voisines (*), celles-ci devraient être considérées comme nulles relative- 
ment à la première , pour laquelle A„_j et A,^, deviendraient alors des 
encastrements. Par eonséquent, an n'^irait pas X^.! ^jo. La condition 
P^i = o n'est donc pas absolument suffisante pour réduire toujours A„_, 
au rôle d'appui simple, à l'égard de la travée A„,., A^ : maïs elle le serait 
certainement si la charge ne sortait pas de cette travée, puisqu'il suffit 
qu'on charge toute autre travée que A„_,A^_j. 

Quand on suppose, dans les formules (14) et (i5), ^ et y égaux à l'une 

de leurs limites o et -y on retrouve toutes les formules applicables au 

cas d'une travée unique, soit simplement appuyée , soit encastrée à ses 
doux extrémités , soit appuyée à l'une et encastrée à l'autre , et chargée 
d'un poids concentré , dans Tintervalle. Si par exemple on supposait un 



(* ) Afin de ne pas entrer dans des détails trop minutieux sur des hypothèses 
non rigoureusement réalisables , on exclut ici le cas de plusieurs travées infî- 
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•ncafitrement aux deux extrémités, on ferait ^ = -y 7 = -9 et il viendrait 



X_,=|0«y/*[i + r-i(i+y)J = i0«7r(i + 2r-g), 
X„ = lOflryrri -+-^7 - i (1 + ?-)J = ^Qi7yr(i -hay - r), 
ou bien, attendu qu'on a y + r = i, 

Ainsi Ton voit que la théorie des poutres à plusieurs travées comprend 
comme cas particulier celle des poutres à une seule travée. 

Jusqu'à présent nous ne nous sommes occupé que des mo- 
ments de flexion au-dessus des appuis; avant de les chercher 
pour un point quelconque, il faut encore en avoir la valeur au 
point B où la force Q est appliquée. 

11. Moment fléchissant au point d'application même de 
la charge. — Le moment fléchissant au point B {Jig, 3) s'ob- 
tient facilement quand on a calculé Xm-.i et X«; il sufflt pour 
cela d'appliquer la formule (4) du n"* 1. Les x étant comptés à 
partir de k„,-.^ et a désignant la longueur Am-i A«, on aura, pour 
le point B, 

a:=;qay c^{x)=-r-Qaq{i-^q]=~Çiaqr; 

donc le montent X' dont il s'agit sera 

(19) X' = X«-,H-^(X«— X«>-,)— Qa^r=rX„^,4-/jfXp.— Q/iqfr. 

Si Ton pose 

X„_, = ^ Q aqr, X^ = ^, Q aqr, X' = $' Q aqr, 

les rapports ^ et ^i auront pour valeurs, d'après les formules ( i4) 

r-^P, i + r — (i-Ky)y 

^ P i-(3y 
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et la formule (19) donnera 

(20) 5'=''?-H9?t— I- 

12. Signes des moments X«_„ X., X'. — Les nombres (â et y 
étant positifs et plus petits que -> les rapports ci-dessus dési- 
gnés par \ et |, ont respectivement le signe de i-l-r — (i-i-î)y 
et de i + q — (i-H r) j3; or g et r n'atteignent pas l'unité, de 
façon que {i-\-q)y et (i + r)p sont aussi <Ci y ei à fortiori 
moindres que 1 4- r et 1 + 5. Donc $ et |i ne peuvent qu'être 
positifs; donc aussi : 

Une charge isolée produit toujours des moments /léchissants 
positifs (*) sur les appuis extrêmes de la travée qui la supporte. 

Ce théorème s'étend immédiatement au cas d'une charge 
composée d'un nombre quelconque de charges isolées, en 
vertu du principe de la superposition des effets rappelé au n* 5. 
Puisque chaque force élémentaire placée dans l'intervalle 
A«H-i A» donne lieu à un moment positif, soit en A«.i, soit en A«, 
l'ensemble de toutes ces forces produira, en l'un ou l'autre de 
ces points, un moment qui sera la somme de quantités posi- 
tives, et partant lui-même positif. 

Maintenant je dis que Ç' et X' sont, au contraire, toujours 
négatifs. Ces deux quantités ont évidemment même signe, et 
pour établir que $' a le signe — , il suffit d'établir qu'on a 

car alors r^ 4- çÇi, qui se trouve nécessairement compris entre 
Ê et Ç„ sera lui-même <!, et la formule (20) donnera $' né- 
gatif. Or l'inégalité \ < i revient à 

(3(i-hr) — (i-+-(/)(3y<i — py, 

ou, en réduisant, à 

(3(i-^r)<i-hj(3y, 

(*) Le sens considéré comme positif est ici (aussi bien que dans l.es autres - 
parties de cet ouvrage) celui qu'on a défini au n» 1 : quand, pour avoir le mo- 
ment fléchissant relatif à un point, on ealcule la somme des moments des 
forces comprises entre ce point et Tune des deux extrémités de la pièce, on 
prendra positivement le moment des forces verticales descendantes. 
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inégalité évidente, car on a déjà remarqué que ^(i + r) n'at- 
teint pas l'unité, tandis que le second membre la dépasse. La 
même démonstration s'appliquant à Çi, il en résulte donc que 
4' et X' sont négatifs. Donc : 

Une charge fsolée produit toujours un moment fléchissant 
négatif en son propre point d^application. 

13. Représentation graphique des moments produits par une 
charge isolée. — Ldi fîg» 4 (^^- ^» ^ 'a ^^ du volume) est des- 
tinée à rendre sensible aux yeux les résultats déjà obtenus 
dans les numéros précédents, ainsi que la loi des moments de 
flexion en tout point d'une poutre soumisse à l'action d*une 
charge concentrée unique. Soit, comme ci-dessus, A„_|A« la 
travée chargée, supportant la force Q placée en B; sur Thori- 
zontale A«_, A« prolongée, marquons les divers appuis, savoir : 

A«_i, A«-u A»^, A,»^,,.., àgaucbedelatravée eaque3tioo, 
Aj», A«t4>ij AflH-», A«i+3,«- » adroite* 



En A«-i et Am élevons deux ordonnées positives Afl,-,,Ê, À«G, 
représentant les grandeurs de Xm-i et X«, et en B une ordonnée 
négative BF représentant X' (n° 12). SI Ton imagine que le 
moment relatif à un point quelconque soit pareillement repré- 
senté par une ordonnée, en dessus eu en dessous de la fibre 
moyenne (suivant le signe), Il y aura sur la première série 
d'appuis, à gauche de la travée chargée, des moments 

respectivement proportionnels ( n*» 10) à la série 

l/fli_i, Um—7f Un^if <^Ap_4,...; 



ils se déduiront donc tous du premier X«_i ou Àm-iE, qu'on 
aura calculé par la formule (i5); (ie plus, ils seront alternati- 
vement positifs et négatifs, et leurs valeurs absolues décroî- 
tront plus rapidement qu'une progression géométrique de 

raison — La même chose existera sur la partie de la poutre 

qui est située à droite de A«», les moments 

/Wflii Aan-i». \«i-^7» Xfli-|,3, . . r, 
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étant proportionnels aux termes de la série 

Malmenant, après avoir ainsi détemuné toutes les ordonnées 
relatives aux appuis ainsi qu'au point B, et les avoir reportées 
sur la figure, qu'on joigne deux à deux par des lignes droites 
leurs extrémités consécutives» on construira de cette manière 
le polygone «..USPEFGILN..*, dont les ordonnées représente- 
ront le moment de flexion en chaque point de la poutre. C'est 
en effet une propriété bien connue que, dwcis une pièce droite 
soumise à des forces transversales discontinues, le moment de 
flexion est une fonction linéaire de l'abscisse, dont la forme 
reste constante dans Tintervalle de deux forces consécutives, 
en comptant, bien entendu, parmi ces forces les réactions des 
appuis. Cette propriété se retrouverait, au besoin, par la for» 
mule (4) du n*" i, car dans les travées vides la fonction 9 (x) 
s'annule, et dans la travée chargée <^{x) a deux formes difCé-* 
rentes, toutes deux linéaires» l'une applicable k la portion 
A«^iB, l'autre à la portion A»B« 

La simple considération de la^. 4 donne lieu à quelques 
remarques qui ne sont point sans intérêt. Faisons d'abord 
observer que si la charge Q se déplace uniquement entre les 
appuis A,!-,, Am, les ordonnées sur les appuis situés, d'une part 
à gauche, d'autre part à droite, forment deux séries dans cha- 
cune desquelles la grandeur absolue des termes varie avec la 
position du point B, mais les signes ainsi que les rapports mu- 
tuels de ces termes restent constants. Toutes les ordonnées 
de la portion EPSU. . . et celles de la portion 6ILN. . . sont 
donc multipliées chacune par un rapport déterminé et positif; 
d'où il résulte immédiatement que les points . . .T, R, 0, H, 
K, M,. . , , demeurent immobiles, et aussi que le signe du mo- 
ment de flexion en un point quelconque reste toujours le 
même pendant que la charge se déplace dans une même tra- 
vée, hors de celle où ce point se trouve situé. 

Si la charge vient à passer de la travée A«.i A^ dans la sui- 
vante A„A„4.„ l'ordonnée en A« reste encore positive, car elle 
devient l'analogue de ce qu'était d'abord Am-i£; mais le rap- 
port des ordonnées aux extrémités de la travée A«-i A*, main- 
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tenant vide, étant -^^j c'est-à-dire négatif, l'ordonnée eu A««, 

a dû devenir négative ; d'ailleurs, les mêmes rapports se sont 
conservés entre les ordonnées sur les appuis à gauche de A^^t, 
et les points O, R, T, . • . n'ont pas changé : donc le signe du 
moment de flexion en un point quelconque change à chaque 
fois que là charge, en se déplaçant toujours du même côté de 
la travée qui contient ce point y vient à franchir un appuis et 
par conséquent il se conserve ou se modifie suivant que le 
nombre des appuis traversés est pair ou impair. 

On vient de reconnaître que les intersections O, R, T, . . . 
du polygone représentatif avec l'axe des abscisses restaient 
les mêmes quand la charge parcourt toute la partie de poutre 
prise à droite de Am-i* Ainsi, dans une travée donnée, le point 
analogue à est unique, tant que la charge varie en position, 
en dehors et d'un même côté de cette travée, de sorte que 
toutes les droites représentatives, telles que EP, forment un 
faisceau concourant dont le sommet se trouve sur la fibre 
moyenne. Mais il est bon de remarquer que ce sommet change 
dans la même travée, et qu'on obtient un autre faisceau ,de 
droites représentatives, quand la charge se déplace de l'autre 
côté de cette travée et toujours en dehors. £n effet, B étant 
pris à droite de Am-,, nous avions 






tandis qu'en le prenant à gauche nous aurons 



Afl,-2P ^/i-w+i 

\ 



rapport encore constant, mais différent du premier, qui assi- 
gnera au point de rencontre de PE avec l'axe une situation 
différente. 



Si l'on voulait calculer la distance Am-sO, il faudrait poser la 
proportion 



A„«aO : A«-»0 :: A«-,P : A«-,E :: w«-, : — «««i. 
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d!oii, componendo. 



et par suite 



A«-aO = A*_aA«^.- 



M«-J 



Le rapport ^^ n'est autre chose, pour la travée Am^» A/»_,, 

que celui qu'on a désigné en général par p (n" 10) ; la fraction 
^^ est donc —7-3» et comme (3 ne dépasse pas -y 

elle ne dépasse pas ^- Le point se trouve, comme on voit, 

dans le premier tiers de la travée, à gauche si la charge se 
meut à droite. Quand on la fait mouvoir à gauche, il est bien 
évident qu'il faut substituer y à p, et le sommet du second 
faisceau se trouve alors dans le premier tiers vers la droite. 
On remarquera enfin, vu la décroissance rapide des ordon- 
nées, des deux côtés de Am-i A™, qu'une charge Q peut produire 
des moments de flexioQ plus ou moins sensibles dans sa tra* 
vée et dans les deux travées adjacentes; au delà les moments 
deviennent relativement petits et tendent à s'effacer de plus 
en plus, à mesure qu'on s'éloigne davantage de la charge. 

14. Observation sur le signe du moment fléchissant aux 
divers points de la travée qui porte la charge. — Nous avons 
étudié ci-dessus (n® 13) les changements de signe qu'éprouve 
le moment de flexion en un point quelconque, pour toqte 
position de la charge Q en dehors de la travée qui le contient; 
il s'agit d'examiner maintenant le cas où la charge et le point 
seraient tous deux dans une .même travée A«_iA« (Jig*^)* 

On sait déjà (n*» 12) que les ordonnées A»,-iE et A^G sont 
nécessairement positives, tandis que BF représente un mo- 
ment toujours négatif; ainsi, la charge étant en B, on aura des 
moments positifs en des points suffisamment voisins des 
appuis, dans les portions Aa,_,C, A«D, et des moments néga- 
tifs dans le restant de la travée, entre C et D. Mais ce qui est 
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intéressant à connaître, c'est qu'il y a pour chacune des lon- 
gueurs A«.|C et AmD une limite supérieure; que la somme 
des deux limites n'atteint pas la longueur totale Âm~iA«; que, 
par conséquent^ les moments de flexion resteront forcément 
négatifs dans une certaine région centrale où ne pourront 
entrer les points C et D, quelque position qu'on fasse prendre 
à la charge, dans l'intervalle des appuis A».i, Am* C'est ce que 
nous allons établir. 
Pour déterminer C, on a la proportion 



A^.G:A«-..B::A„-.E:A«_.E-+-BF 

que donne la considération des triangles semblables EGAm.i, 
FCB; en posant Am-i C = « . Am-.» A* et conservant les notations 
des n"* 10 et suivants* elle devient 

d'où résulte 

soit, d'après la valeur (20) de ^' (n° 11), 

(21) s = ?| jr-r . 

La différentiation de cette équation relativement à q donne 



Les valeurs de ? et Çi sont (n» 11) 
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on peut les différentier par rapport à q, en observant que |3 
et y ne dépendent pas de cette variable» et que r lui est lié par 
la relation 



qui donne 
il vient alors 


dr 




dq .-py ' 




dl y(«-+-P) 
dq .1 — py 



Substituant» dans Téquation (asi)» ces expressions de ^, 4i> 

dl dl 

-j^î -r-î nous trouvons 

dq dq 

[< + ?(?-5.)J'^ = 7:^[i-Hr-y(.-hg)~9(i-+-y)] 
soit, après réduction et remplacement de r par i — q. 

Or -7- se trouve affecté» dans le premier membre» d'un fac- 
dq 

teur essentiellement positif; p, i — j et i — (3y sont également 

positifs» puisqu'on a 

î<i, (3 ou y>o, p ou y<^; 

il en est de même de 2 — 7(1-4-3^), car y étant au-dessous 
de - et 1 4- 3 ç au-dessous de 4> y ( ' -+- 3 g) ne peut atteindre 2; 
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donc -j- est toujours positif pendant que q T&rie de o à i . Pour 

q^Oy réquation ( 21 ) montre que s est nul; en faisant croître 9, 
s croîtra aussi, c'est-à-dire que le point C s'éloignera de plus en 
plus de l'appui Am.i avec lequel il coïncidait d'abord; pour 
s = iy ce point sera à son maximum de distance «|.A«.|A« 
de Am-f 

On calculera ce maximum $x de s en faisant d'abord q = i 
dans ^ et ^1, qui prennent les valeurs correspondantes 

(3(1-^7) yi^ — 'fi) . 

i-^y ' .-13y ' 

puis on substituera ces valeurs, en même temps que 9 = 1, 
dans l'équation (t^i), et l'on aura 

. P(i — ^y) (3(1 — 2/) 



I — Py-+-(3(i — ay) — y(2 — P) i — txyH- p— 2(ây 
soit, en supprimant le facteur commun i — 2 y. 



*i = 



i + P 



Nous reconnaissons ici une expression que nous avons déjà 
rencontrée au n® 13 : si le point B en se déplaçant arrivait à 
franchir l'appui Amy les droites représentatives qui se substi- 
tueraient à £F passeraient toutes par un même point, désor- 
mais indépendant de la position de B, et la distance de ce 
point de concours à A».t aurait avec la longueur A«-iAm un 
rapport précisément égal à^i. Ce point de concours coïncide 
donc avec la position limite de l'intersection C. En d'autres 
termes, si q varie de o à i, l'intersection C part de A«-, et 

S A - A 

s'écarte de cet appui jusqu'à la distance maximum t*^— "— " • 



puis elle se fixe à cette position extrême quand la charge par- 
court toute l'étendue des travées au delà de A«, ce qui répon- 
drait, si l'on veut, à des valeurs de q plus grandes que l'unité. 
On aurait pu raisonner de même sur l'intersection D; il au- 
rait suffi de permuter, dans les calculs ci-dessus, q avec r, ^ 
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avec Çt, (3 avec y. On serait arrivé à reconnaître que la distance 
de D à l'appui A« ne peut varier que de o à la limite supérieure 

y>A^,A,„ 

Les deux fractions — ^—fz^ • ' étant plus petites que :r? C 

i-f-^i-j-y ^ ^ ^ 3 

et D ne peuvent pénétrer dans le tiers moyen de la travée; il 
y a donc là une région centrale ayant au ;noins pour longueur 

^ A«_, A„, dans laquelle les moments de flexion conserveront 

toujours le signe — , tant que la force ne sortiA pas de la tra- 
vée. Il arrivera même dans les cas usuels que la région cen- 
trale occupera une longueur plus grande; ainsi, quand les 

travées seront égales, (3 et y s'écarteront peu de = 

(n*" 9); on aura- donc approximativement . 

!--- =—5 =2 ;:^ =0,9.11 3, 

I-+-P i-hy 3-hv/3 
et la région centrale occuperait une fraction i — 



3-4-v^3 v^ 

( soit un peu moins de — ) de la travée. 

En A«_, et A«„ les moments que produit la charge Q placée 
dans rintervalle sont toujours positifs; mais en tout autre 
point de la travée, si rapproché qu'on le suppose de l'un des 
appuis, le moment peut devenir négatif, et il le serait notam- 
ment en y plaçant la charge. On n'est donc certain à priori des 
signes qui affectent les monoents de flexion produits par Q 
aux divers points de sa travée, que pour les extrémités et la 
région centrale dont on vient de parler. 

Étant donné un point quelconque C, dans l'intervalle A^, A„, on peut 
se demander où il faut placer la charge Q, dans ce niême intervalle, 
pour qu'elle produise en C un moment fléchissant de signe déterminé, par 
exemple positif. L* réponse à cette question est facile : en désignant par s 

le rapport ■ '""' j qui est connu puisqu'on donne le point C , on ré- 

III. 4 
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soudrait l'équaiioa (21) par rapport à 9, après y avoir mis an lieu de 
r^ S, Ç, leurs valeurs en fonction de 9. On saurait ainsi où Ton ck)it pla* 
cer Q pour que Tintersection de la droite EF avec Taxe des abscisses ait 
lieu en un point donné C. Maintenant , puisque ce point d'intersection 
s'éloigne de A^'_, en même temps que Q, il est clair qu*en éloignant Q 
on rendrait positif le montent de flexion au point C et qu'on aurait l'effet 
inverse en mettant Q plus près de A^_,. On constate d'ailleurs aisément 
que réquaftioB à résoudre est du second degré : sa résolution numérique 
serait donc toujours fort simple, mais en la traitant algébriquement bou& 
n*avons trouvé aucun résultat remarquable. Nous n'entrerons donc pas, 
dans plus de détails à ce sujet. 

i5. Cas particulier d'une traitée extrême. — A partir du 
n® 11 inclusivement, nous avons toujours raisonné dans l'hy- 
pothèse où Tindice m serait quelconque : voyons maintenant 
comment les. résultats se modifieraient pour s'adapter au cas 
de /n = 1, l'appui A«_, se confondant avec l'extrémité A.. 

On sait déjà (n® 10) que, la charge étant mise sur la pre- 

mière travée, il faut faire S=s=o, y = > dans les formules 

qui donnent X..., et Xm, soit X« et Xi; on a ainsi 

X.= o, X»=)/Qaqr(i-+-ç), 
et, en répétant les calculs du n° 11, il vient 

X'=:çX, — Qaqr, 

1=0, Ç.= y(i-hç), 

Ainsi done Xi esl toujours nul ( et il le serait même en plaçant 
la charge en un point quelconque hors de la première travée); 
X, est positif; au contraire \' et X' sont négatifs, car on a 

et par conséquent 

Qn, retrou^ve donc ce q;Ui a été démontré au n^ tây sftuf qjue 
X«_, devient toujours nul au lieu d'être positif. 
Maintenant, si l'on construit la figure analogue à la Jig, 4» H 
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faudra ;supprimer toute la portion à gauche de Am^t, et faire 
Am-iE=o; les points E et C se confondront arec Xm^u et la 
droite ECF partira de ce dernier point : rien ne sera d'ailleurs 
changé: 

Quand on fera varier la position de la charge hors de la tra- 
vée AoAi, ce qui a été dit (n® 13) sur les changements de 
signe du moment en un point déterminé pris dans cette tra- 
vée s'applique toujours; seulement, les droites représenta- 
tives, au lieu de former deux faisceaux concourants, n'en for- 
ment plus qu'un seul, attendu qu'elles doivent toutes passer 
en Ao. L'un des deux faisceaux qui existaient primitivement a 

ce point pour sommet, puisque —-^-jss'ainnule avec ^$ l'autre 

n'existe plus, parce qu'il répondait à une charge variable dans 
des travées supprimées, savofr : celles dont l'indice n'est pas 
supérieur km — i. 

Il ne nous reste plus qu''à chercher les limrtes dfe la région 
où les moments de la travée A.A, sont forcément négatifs, 
quand la charge va de Ao à A|. Nous avons dit tout à l'heure 
que le point C (fig*^) coïncide avec Ai»_, ou A«; les moments 
sont donc négatifs depuis ce point jusqu'à D, et tout se réduit 
à chercher le maximum de distance encre ce dernier point et 
km OU A,. Or, un calcul de triangles semblables, tout patreil à- 
celui par lequel nous avons démontré la formule (21), donne- 
rait pour le rapport / de tia distance A^D à la longuetir totale 
de la travée 



i+i^fç.-?) 



expression composée avec r, Ç, et $ comme le second membre 
de (21) l'est avec 9, ^ et Çi. Il faut d'ailleurs faire $ = 0, d'où 
résulte 



1 I I I 

Lorsq^u'on fait varier f de o à i, - varie donc de i H — à co ; le 

4. 



Digitized by 



Googk 



5a CIIAVITRE PREMlklt. 

minimum de - est donc 

. =1-4- - = Î-» 

^ y y 

et par conséquent le maximum ii de / a pour valeur 

I -+- y 

C'est ce qu'on avait déjà trouvé dans le cas général. Les deux 
limites de la région centrale des moments négatifs dans la tra- 
vée A, A, ne sont donc modifiées que du côté de l'extrémité 
A« de la poutre ; de l'autre côté, la limite se calcule comme 
dans le cas d'une travée de rang quelconque, tandis que du ' 
côte de Ào la région centrale s'allonge jusqu'à l'appui. 

En résumé, on voit qu'on peut appliquer aux travées ex- 
trêmes tout ce qui a été fait et dit pour les autres; seulement 
il faut tenir compte de ce qu'on a 

P=ï=o pour A«A,, 
)/=o pour A^-iAft, 

et de ce que la charge ne peut varier en position que d'un seul 
côté de la travée. 

16. Des plus grands moments de flexion que puisse produire une charge 
concentrée, — Une charge Q étant placée dans la travée A^^jA^ et con- 
centrée au point B {fig. 4)) produit aux divers points de la pièce des 
'moments représentés par la ligne polygonale . . . USPEFGILN. . .; il est 
visible, par la figure même, que ces moments pris en valeur absolue 
passent par une série de maxima répondant aux points d'appui et au 
point B. Ces maxima sont les ordonnées 



A^, A_,P, A_3S, ..., 

^m^) ^m+l'î ^w+B*-'' •••• 



et enfin fiP. D'ailleurs A^.jE surpasse toutes les ordonnées à gauche de 
A^„ et A^G celles qui sont à droite- de A„ (n** 13) : le maximum absolu 
est donc Tune des trois lignes A^_, E, A^G, BF. Si l'on désigne par 
A, B, C leurs rapports respectifs au produit Q/ï„ ou Q^r, on aura d'abord 
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(nMO) : 

et ensuite (n°11) : 

OU bien, en remplaçant Ç et Ç, par leurs valeurs et réduisant) eu égard à 
la relation gr h- r = i , 

Nous nous proposons d'examiner ici comment varient ces trois coefficients 
A, B, C, proportionnels aux plus grands moments produits par la charge Q, 
dans une position donnée, et surtout de signaler les maxima qu'ils peuvent 
atteindre : 

i"* Quand une poutre est définie complètement, ce qui entraine des va- 
leurs fixes pour p et 7, mais qu'on fait varier la position de la charge dans 
sa travée, c est-à-dire les nombres g et r, entre leurs limites respectives 
o et I, I et o; 

2? Quand la disposition des appuis à droite et à gauche de la travée 
chargée est censée indéterminée, ce qui permet de faire varier aussi p 

et 7 entre les limites extrêmes o et - dont la signification a été indiquée 

(n«9etl0). 

Maxima des coefficients A et B. — Quand q et r varient seuls, A varie 
proportionnellement à 

qr(i-tr)-{i + q)(jry 
OU bien à 

Désignons cette expression par ^ et prenons sa dérivée relativement à g ; 
nous aurons 

^=î.-6y+3y^-7(i-37^). 

dy 
La dérivée —■ devient, pour y = o, égale à 2 — 7, valeur positive ; pour 

7=1, elle prend la valeur négative 27 — 1; la fonction d'abord crois- 
sante avec q finit par devenir décroissante. Dans l'intervalle elle passe 
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par un maximum répondant à 
équation du second degré qui donnç 



'-1/5(1-7 + 7') 



1-4-7 

nous n'écrivons pas le signe + du radical qui rendrait la valeur de q 
supérieure à i, comme il est facile de s*en assurer. Pour substituer cette 
expression dans j, on formera les facteurs 



2--r/-7(i4-7) = Y:j:^^a(i-+-7)--i-hwi(i--7 + 7') 

-7 [1.-1-74-1-^/5(1-7+7')],' 

= « - 7 -4- y/5('-7 + 7') , 

= ÎTq^3[7-^(i~7 + 7M + (i-7)Y/[^^ 
Multipliant ces deux égalités membre à membre, on obtient pour le maxi- 

et partant, pour le maximum correspondant A, du coefficient A, 

Il est clair que B aurait un maximum analogue B, qu'on obtiendrait en 
permutant ^ avec 7, et dont il est inutile d'écrire la valeur. 

On peut maintenant former une table à doubla entrée faisant connaître 
A,< en fonction des arguments ^ et7 : cette table, la voici, quand on attri- 
bue aux deux arguments les valeurs o, 0,1, o,a, 0,3, 0,4, OfS, 
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Tableau des valeurs de A^. 



1. 




VALEURS DU MAKIXUM A, POUR p =^ 




VALEUR 








corres- 






~ 










pondante 


> 


0,0 


0,1 


0>.2 


0.3 


0,4 


0,5 


de y. 


0,0 


0,OOÔO 


o,o385 


0,0770 


o,ii55 


o,ï54o 


0,1925 


0,4!J!2f6 


0,1 


0,0000 


o,o354 


0,0715 


0,1084 


o,î4<$o 


0,1845 


0,4084 


0,2 


0,0000 


o,o323 


0,0660 


0,1011 


0,1378 


0,1761 


0,3924 


0.3 


0,0000 


0,0293 


o,o6o5 


0,0936 


0,1292 


0,1672 


0,3745 


0,4 


0,0000 


0,0363 


0,0549 


0,0861 


0,I303 


0,1578 


0,3548 


0,5 


0,0000 


o,oa34 


0,0494 


0,0784 


0,1111 


0,1481 


0,3333 



Le. même tableau sert au calcul de B, : il faut seulement, comme on 
l'a dit, permuter p avec, 7, et g avec r. Exemple ; pour p = o,a, 7 = 0,4, 
la valeur maximaute de r serait 0,8924, et Ton aurait B, = 0,1876. 

Ce tableau montre que : i*' pour produire le maximum du moment sur 
un des deux appuis de la travée qui porte une charge concentrée^ il faut 
placer celle-ci ^ non au milieu de l'intervalle des appuis, mais à une dis- 
tance moindre à partir de l'appui dont on s'occupe; cette distance varie 

entre o,4!fc26 et ^ de la travée, suivant que l'autre appui se rapphoche 

plus ou moins d'un appui simple ou d'un encastrement, par l'influence 
de la solidarité des travées (*); a" /^ maximum A, crott avec p et décroît 
quand 7 augmente, c^est-à-dire que le maximum du moment sut l'un des 
appuis qui terminent la travée chargée crùtt de plus eri plus à mesure 
que cet appui se rapproche de l'encastrement et que l'autre ^en éloigne 
davantage. 



(*) Tous les supports A,, A,, A,,..., A„_,, A„,.., sont toujours censé» 
constituer une série d'appuis simples, c'est-à-dire que chacun d'eux rend fixe 
un seul point de la fibre moyenne. Mais il peut se fkire que la tratée Â^_j A„^,, 
par exemple, diminue, indéfiniment de longueur, et alors le point A^_, se 
change en un véritable encastrement, puisque Télémént A^.^A^^j dé la fibre 
moyenne conserve une position invariable; dans ce cas le nombre /3 de la 
travée suivante A^_j A^, ainsi que le nombre y de la travée précédente A^_3 A„_j, 

deviennent égaux à la limite ~» comme on l'a déjà vu (n^ 9). De même le 

nombre y de la travée A,„_, A,„ prendrait la valeur - si les appuis A,^,, A,„^j 

se rapprochaient au point de se confondre. Au contraire, si la poutre finissait 
en A„_, , ou si la travée A„^^^A.„, était précédée d'une autre infiniment longue. 
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Ces conséquences pourraient se démontrer, au moyen de rekpression 
analytique de A,, plus rigoureusement sans doute que par le calcul numé- 
rique, mais aussi beaucoup plus longuement et péniblement. 

Maxima du coefficient C. — Le coefficient C varie avec q proportion- 
nellement à la fonction 

calculons sa dérivée en considérant r comme fonction de q^ et égalons-la 
à zéro : nous trouvons ainsi pour condition du maximum 

o = r — y — Pr^ (i -+. r) -4- P7(ar 4. 3r^) -^ 7 7* (i -H 7) 
— tr^yi -4- 37^) -h kqr^l^r-^ q\ 

soit, après quelques réductions faciles à voir, 

/. — ^-|_apr(i — ar*) — 277(1— a^') -f- ^^qr[r — q) = o. 

Cette équation détermine la valeur maximante de 7 ; eprès le remplace- 
ment de r par I — 7, elle est du troisième degré en 7, de sorte qu'il 
faudrait se jeter dans des calculs inextricables pour en avoir les racines 
sous forme algébrique, et en conclure Texpréssion du maximum cherché. 
Nous nous contenterons donc de signaler des cas où son degré s'abaisse , 
d'indiquer dans tous les cas deux limites qui comprennent les racines, et 
enfin de donner un tableau des racines correspondantes à diverses valeurs 
numériques de p et 7. 

i** Si l'on suppose P = 7, l'équation devient 

/•— 7H-afS(r— ar' — 7-I- ^q^) -h 4^^qr{r ^ q) = o, 
ou bien 

(r— 7){i H-aP(i — 27^— a7r— ir^)-hip^qr] = o. 

Attendu qu'on a 

7 4-r= I, 



son nombre /3 s'annulerait, et l'appui A^_, jouerait le rôle d'un appui simple 
de la travée A,„_, A^, relativement aux charges placées sur cette travée (n^ 10). 
Une remarque entièrement analogue peut être faite au sujet de A„, et du 
nombre y de la même travée. 

Enfin, la disposition des travées contiguës peut faire passer ^ et ;^ par toutes 
les valeurs intermédiaires. Quand nous disons que A,„_| , par exemple, se 
rapproche d'un appui simple ou d'un encastrement, il faut entendre que /3 se 

rapproche de o ou de~t et avoir présentes à l'esprit les observations ci-dessus. 

Ce n'est là, en effet, qu'une manière de parler, qui ne suppose pas qu'on ait 
change la nature de la liaisop entre la poutre et chacun de ses appuis. 
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il en résulte 

y* -h 2yr -!-/•'= I, 
et par conséquent 

^(q^ + qr + r^) = 2(1 — ^z*); 
donc aussi 

(r - çr) [i-f- ap ( - iH- a^r) + 4P'^r] = G. 

Or la quantité entre crochets peut s'écrire 

(,_aP)4-4Pç,r(H-p), 

ce qui montre qu'elle ne s'annule par aucune valeur positive de q et r, 
puisque i^a^ est toujours positif. Donc l'équation du maximum donne 

I 

qz= r= -> 

seule solution admissible dans le cas particulier de ^ = 7. 
. Les valeurs ^ =-7 r = -? introduites en même temps que P = 7 dans 
l'expression générale de G, donnent pour sa valeur correspondante 

8(1 -hp) 
2^ Si l'une des quantités ^ ou 7 prend la valeur limite - 9 quelle que 
soit l'autre d'ailleurs, l'équation s'abaisse au second degré. En faisant, 
par exemple, p = -? elle prend la forme 

r — q ^ r --^ ar^ — '^yq(i — a^' — r^ -f- qr) = o, 
ou bien 

ar(i ~ r') — q[i -f-a7(i — a^' — r^ -{- qr)'] = o. 

On peut alors supprimer le facteur y ou 1 — r, et l'on a 

ar(i-i-r) — 1 — 27(1 — a^' — r' -\-qr) = o, 

soit, en mettant .1 — q sm lieu de r et ordonnant, 

a^M» 4- 47) - 6^(ï 4- 7) + 3 = o; 
d*où l'on tire 

3(i + 7)~v/3(i-27 + 37^) ^ 
^ a(i + 47) 

^^ous excluons le signe + du radical, parce qu'il donnerait 7 > 1 1 comme 
on peut le voir facilement. 
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De même, si 7 était égal à -) on trouverait par une permutation de 
lettres 



,_ 3(i + p)-v/3(i-2p+3[^-) 
et par suite 



3° Si p et 7 sont quelconques , la valeur cherchée de q se trouvera 
toujours comprise entre les limites 

\Jl-\ , 3 - v/3 

^ et — , 



qui répondent respectivement àp = o,7 = -î etàp=-î 7 = 0. Substi- 
tuons en effet ces nombres dans Téquation, nous obtiendrons les résultats : 

pour<7 = ^^ "' »••■ (2~/3)(i-27)-h2p/3(2 — v/slMi-^-VÎT- 
pour^ = ?-^:^ (2 - v/3) (i- aP) - a7 v/3 (2 - v/3)'(i4- p). 

Comme le premier est toujours positif et le second toujours négatif, la 
racine de l'équation est bien entre ces valeurs de q. 

4° Si Ton permute ensemble p et 7 d'une part, <7 et r de l'autre, l'é- 
quation ne change pas. Donc, quand on aura la racine q pour un système 
de valeurs 

I — q sera la racine correspondante à 

Ces diverses remarques nous ont permis de construire sans grande 
peine la table ci -après où se trouvent trente-six solutions particulières de 
notre équation, pour autant de systèmes de valeurs de p et 7 : sur ces 
trente-six solutions, il y en a six immédiatement connues; sur les trente 
autres il suffit, en vertu de la remarque précédente (4°), d'en chercher 
quinze ; enfin^ sur ces quinze^ on en obtient cinq par des équations du 
second degré, de sorte qu'il en reate seulement dix ayant exigé des tâ- 
tonnements numériques. 
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Tableau det valeun de q 
pour lesqueUet G devient 







VALEUR MA3UMANTE DE q POUR ^ = 




VALEURS 
dey. 




























0,0 


0,1 


0,2 


0,3 


0,4 


0,5 


0,0 


o,5ouo 


0,5269 


0,5532 


o,58i6 


0,6087 


o,634o 


0,1 


0,47^1 


o,5ooo 


0,5285 


o,558o 


0,5872 


o,6i5o 


0,2 


0,44^8 


,0,4715 


o,5ooo 


o,53o6 


o,56i6 


0,5918 


0,3 


o,4i84 


0,44^0 


0,4694 


o,5ooo 


0,5321 


o,564i 


0,4 


0,3913 


o,4ia8 


0.4384 


0,4679 


o,5ooo 


o,533o 


0,5 


Q,366o 


.o,385o 


0,4083 


0,4359 


0,4670 


o,5ooo 



(Connaissant ^, on a par cela même r en prenant i — 9 : on peut alors 
substituer ces valeurs dans l'expression connue de C, dont on obtient 
ainsi les maxima C.. Voici les résultats de ce calcul. 



Tableau det maxîma du ooeffioient G . 







MAXIMUM C, 


POUR p = 






VALEURS 
de y. 


























0,0 


0,1 


0,2 


0,3 


0,4 


0,5 


0,0 


o,25oo 


o,23i9 


0,2l52 


0,2000 


o,i863 


0,1740 


0,1 


o,23i9 


0,2159 


0,2010 


0,1873 


.0,1750 


0,1639 


0,2 


0,2l52 


0,2010 


0,1875 


0,1760 


0,1637 


0,1537 


0,3 


0,2000 


0,1873 


0,1750 


0,1634 


o,i53o 


0,1435 


0,4 


0,1863 


0,1750 


o,i637 


o,i53o 


0,1429 


0,1339 


0,5 


0,1740 


o,i639 


0,1537 


0,1435 


o,i339 


0,125o 



Enfin, la comparaison de ces maxima avec ceux, déjà connus, de A et B 
permet de choisir, pour chaque système de valeurs de ^ et 7, le plus 
grand des trois, et d'en faire le tableau suivant. 
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( K ) Tableau donaant les maaEloMi masimoraiii det trois ooeffioienu 

A, B, C. 





VALEUR 


DU PLUS 


BRAND DES TROIS NOMBRES Â, , 


BnC. 


VALEURS 
de y. 






POUR 


M 






0,0 


0,1 


0,2 


0,3 


0,4 


0,5 


0,0 


o,25oo 


o,33i9 


o,2i5a 


0,2000 


o,i863 


0,1925 


0,1 


o,23i9 


,0,21 59 


0,2010 


0,1873 


0,1750 


0,1845 


0,2 


0,3153 


0,2010 


0,1875 


0,1750 


o,i637 


0,1761 


0,3 


o,aooo 


0,1873 


0,1750 


o,i634 


o,i53o 


0,1672 


0,4 


o,i863 


0,1750 


0,1637 


0,1 53o 


0,1429 


0,1578 


0,5 


o.ipaS 


o,i8/|5 


o,n6i 


0,1672 


0,1578 


0,1481 



Nous avons eu soin de souligner, dans ce tableau, les nombres qui 
expriment des valeurs de A, ou de Bp cas auquel le maximum de G n*est 
pas le plus fort des trois. On voit que ce cas est pour ainsi dire excep- 
tionnel, car il exige pour se produire que le plus grand des deux nombres 
P et 7 soit supérieur à une certaine limite , voisine de la limite extrême 
de ces nombres. Pour la déterminer rigoureusement, il faudrait recon- 
struire un tableau analogue au précédent, mais en procédant par diffé- 
rences beaucoup moindres quand on ferait varier p ou 7 entre 0,4 et o,5. 
L'interpolation donnera, sans autant de peine, des résultats suffisamment 
exacts, et voici comment : en faisant, par exemple, p = o'et 7 = 0,4, on 
a C, = 0,1 863, B, = 0,1 54o, A, = o, de sorte que le maximum de G 
surpasse de 0,1 863 — 0,1 54o = o,o323 le plus grand des deux autres; au 
contraire, pour p = o et 7 = o,5, A, reste nul, mais B, l'emporte sur G, 
de 0,1925 — 0,1740 = 0,01 85 : l'égalité se produira donc approximative- 
ment pour 

323 



7 = 0,4 + (0,5 — 0,4) 



32i3-hi85 



= 0,464. 



Donc, si p est nul, il faudra, pour que le maximum de G ne soit pas le 
plus grand des trois, que 7 dépasse 0,464. Un calcul analogue répété avec 
d'autres valeurs de p donne : 

pour p = o,i, 0,2, 0,3, 0,4, 0,5, 

7 = 0,458, 0,454, o,45o, 0,449, quelconque. 
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Ces nombres s'écartent tous bien peu de 0,45 : ainsi l'on peut dire que la 
condition nécessaire du fait en question, c'est que la plus grande des 
quantités p et 7 soit au-dessus de 0^45. 

Les observations suivantes résultent encore des deux, derniers tableaux : 

i** C, est une fonction décroissante de p et de 7, c'est-à-dire que plus 
l'un ou l'autre des deux appuis extrêmes de la travée se rapproche de 
l'encastrement, plus on a un petit maximum du moment de flexion dans 
leur intervalle. 

l"" Le plus grand des trois maximums A^ B^ G, est une fonction dé- 
croissante de p et de 7, à la condition toutefois que le plus grand de ces 
deux derniers nombres ne dépasse pas la limite 0,45 qui rend G, inférieur 
à Al ou à B,. £n conséquence, la plus petite valeur du plus grand maxi- 
mum parmi A,, B,, G, répond à p = 7 = o,45; cette plus petite valeur, 
déduite par interpolation du tableau de G, ou de celui qui donne ky et B„ 
sera environ o,i34o. 

Au reste, on peut calculer plus exactement la limite inférieure assignée 
à la plus grande des trois quantités A,, B,, G„ maintenant qu'on sait qu'elle 
doit répondre à des valeurs égales de B et de 7. Sous cette condition il a 

été démontré que G, répond à ^ = r = - ; donc 

D'ailleurs, pour p = 7, on a 

On reconnaît par tâtonnement que ces expressions de A^ et de G^ de- 
viennent égales pour p = 0,4494 environ , et qu'elles prennent alors la 
valeur 0,1 337 • ^^ nombre est donc la limite inférieure demandée. 

Le cas où la charge porte sur l'une des travées extrêmes n'a, dans la 
question actuelle, rien de particulier que la nécessité de supposer p=:o 
pour la première travée, 7 = pour la dernière. Il se trouve donc impli- 
citement compris dans les tableaux numériques donnés ci-dessus. Seule- 
ment il n'est plus possible de faire descendre à 0,1 337 le minimum du 
plus grand des coefficients A^, B„ G,, puisqu'on n'est pas libre de prendre 
P et 7 tous deux égaux à 0,4494. Soit par exemple p = : pour rendre 
G^ égal au plus grand nombre A, ou B, , il faudra qu'on ait, comme on l'a 
vu tout à l'heure, 7= 0,464, et par suite G, = 0,1784 (nombre déduit 
par interpolation du tableau de G,). Ge serait la limite inférieure du plus 
grand des trois maximums A,, B,, G,. 
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17. Bésumé dii § IL — U ne sera peul-étre pas motîle de 
jeter un coup d'oeil e* arrièi^ et- de fét»p\vàler lyriAt6nf«iltr les^ 
principaux résultats obtenus Amè le § II : de cette manière on 
en saisira mieux l'enchaînement et la portée. 

Étant donnée une poutre de n travées, dont là fibre moyenne 
est assujettie par conséquent à conserver n + 1 points fixes» 
sans que sa direction y soit forcément invariable» nous com- 
mençons par calculer ( n*" 9)^ indépendamment de toute hyfK)- 
tbèse par lîeallère sur la eharge» deux séries de nombres 

et nous en déduisons deux autres séries 

(3é> Pir (3i> . . . , (3i»;-i> Pw-^tf 

Les deux premières commencent par U| = </i = i ; elles se oom- 
posent de termes alternativement positifs et négatifs respecii- 
Yement supérieurs, ou au moins égaux en valeur absolue à 

I, 2, 4, 8,...,2«-^ 2«-; 
les deux autres commencent par o et se coftlposent de termes 
tous positifs et ne pouvant dépasser — On a indiqué la signifi- 
cation des limites o et - : si dans les séries des nombres û et 

2 ^ 

y on considère ^«-4 et y,.-^» comme appartenant spécialement 
à la m'^^ travée» chacun des deux appuis q^i la terminent con- 
stituera, pour cette travée prise isolément, un appui simple 
ou un encastoement cooùplet. Suivant qu'on de» nomibres' 

j3«_i ou y«-^ prendra la valeur o ou la valeur— Les séries des 

Uy V suffiraient à la rigueur pour tous les calculs* concernant 
les moments de flexion de la poutre; mais les autres sont plus 
commodes, surtout pour les calculs algébriques. 

Cela posé, faisons agir une charge dans la m''"' travée, en 
un point déterminé et connu • On pourra cukuler, par des for- 
mules très-simples, les moments de flexion : 
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D'abord sur tous lés points d'appui ( n<' 10) ; 

Puis au point d'application de la charge ( n^ 11 ); 

Et enfin en tout point de la pièce (n® 13). 

Nous 9vons ensuite présenté diverses remarques et propo*- 
siiions au sujet des signes que peut prendre le moment flé^ 
chissaaleo un point donné, quand la charge varie en position 
dans toute l'étendue de la pièce. Nous avons reconnu que : 

i*> Le point étant pris dans la m"*"' travée, et la charge se 
déplaçant dans toutes celles qui sont à la suite, le signe du 
moment, pour le point dont il s'agit, change toutes les fois 
que la charge franchit un appui, et reste le même dans le cas 
contraire; la même chose arrive, bien entendu^ quand 1» 
charge parcourt les travées de rang inférieur à m. 

%"* Quand la charge se meut dans la travée même oit est le 
point, le moment de flexion est toujours positif au-dessus des 
appuis qui la terminent, loueurs négatif au point d'applica- 
tion de la ciiarge; on obtiendra une région cesitrale, où il 
sera aussi toujours affecté du signe — , en retranchant sur la* 
longueur de la travée, à partir de chaque appui, les fractions 

• ô y 

— i---r > —^ — de cette longueur; les points limites de la région 

des moments négatifs sont ceux où vienn-ent concourir les 
droites représentatives des moments de la t^ravée» quand hr 
charge occupe une position quelconque au dehors. 

Après avoir remarqué qu'une charge placée dans une cer- 
taine travée produit, en tous les points de la pièce, des mo- 
ments dont les trois plus forts, en valexrr absolue, ont lieu au 
point d'application même de cette charge et aux extrémités de 
la travée chargée, nous avons encore cherché la position du 
point d'application qui rend maxinmm ehaeuni de ces trois 
moments. Pour une série de valeurs numériques attribuées à 
(3 et y, nous avons indiqué cette position, qui ne coïncide pas 
en général avec le milieu da la. travée,, sans toutefois s'en 

écarter jamais plus que de 75 de la longueur de ceWe-ci: nous 

avons en outre calculé les. valeurs num^ériqiies des raaxima. 

Enfin nous avons supposé qu'on était libre de chap&ger arbi- 
trairement la disposition de tous les appuis de la poutre, sam^ 
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ceux de la travée chargée, de manière à faire varier (3 et y enlre 

leurs limites o et-» et nous nous sommes demandé quelles 

seraient les variations correspondantes des trois maxima. On 
voit alors le maximum du moment sur un appui augmenter à 
mesure que cet appui se rapproche davantage de l'encastre- 
ment {ou, pour parler un langage plus précis, à mesure que 

son nombre (3 ou y s'approche de - h et à mesure aussi que 

l'autre appui s'éloigne de la même condition ; le maximum 
relatif au point d'application diminue de son côté, quand les 
deux appuis tendent vers l'encastrement. Ce dernier maxi- 
mum est généralement le plus fort des trois; toutefois le con- 
traire a lieu quand le plus grand des nombres (3 et y excède 
une limite, à la rigueur variable "avec l'autre, mais toujours 
peu différente de o,45. Le plus fort des trois moments 
maxima diminue de plus en plus quand les deux nombres p 
et y tendent vers cette limite, égale à o,4494 po"f P = y; le 
plus fort des trois moments atteint alors une valeur, minimum 
maximorum, au-dessous de laquelle il sera absolument impos- 
sible de le faire descendre, de quelque manière qu'on dispose 
les appuis des deux côtés de la travée chargée, en conservant 
toujours sa longueur. Si l'on représente par i le plus grand 
moment quand les deux appuis de la travée sont des appuis 
simples ((î et y étant nuls), il deviendra 

0,7700 quand on substituera un encastrement à l'un 
d'entre eux (p=o, y=t-j, 

0,5924 quand on les remplacera par deux encastrements 



(?=,=i). 



0,5348 quand pour avoir le minimum maximorum on fera 
j3 = y ===0,4494. 

Il faudrait donc, afin de diminuer autant que possible le mo- 
ment maximum produit par une charge isolée, placée où l'on 
veut dans une travée, non pas encastrer complètement cette 
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travée sur ses deux appuis» mais s'arranger pour avoir 
'p =: y =o,4494> c'est-à-dire pour avoir ( s'il est permis de par- 
ler ainsi) neuf dixièmes d'encastrement. 

S'il s'agit d'une travée extrême, on n'est plus libre de faire 
varier les deux noiîabres (3 et y, car l'un d'eux a une valeur fixe 
égale à zéro. La valeur la plus favorable de l'autre est alors 
0,464 environ; et si l'on représente encore par t le moment 
maximum dans l'hypothèse {3=o, y=o^ ce maximum de- 
Yiendra 

0,7700 quand l'appui non placé à un bout de la poutre sera 
un encastrement, 

0,71 36 quand les travées à la suite de cet appui seront dis- 
posées de manière à donner la valeur o,464 à celui 
des nombres p, y qui n'est pas nul. 

Nous passons maintenant à l'étude des moments qu'engen- 
drerait une charge uniforme s'étendant sur la longueur com- 
plète d'une travée. 

§ m. — Des moments de flexion produits par la charge vmfome 
d'ime seule travée. 

18. Moments au-dessus des points d'appui. — Une seule 
travée de la poutre étudiée au § II supporte une charge uni- 
formément répartie sur sa longueur entière, et toutes les autres 
sont supposées vides; il s'agit d'abord de déterminer les mo- 
ments de flexion qui ont lieu dans les sections de la poutre 
faites au-dessus des points d'appui. On peut résoudre la question 
en se servant des formules du n" 10, combinées avec le théo- 
rème général sur la superposition des effets des forces. Soit 
Am^iAmi^g- 3, p. 34) la travée chargée, pa^ ou simplement pa 
la charge totale, calculée à raison de p kilogrammes par mètre 
courant sur toute la longueur a» ou a de cette travée : on 
décomposera le poids pa en une infinité de poids élémen-* 
taires, dont l'un sera placé aux distances qa, ra des points Am-i, 
An,9 et aura une inlensiié padq; pour les avoir tous, il suffira 
de faire varier le rapport 5 de o à i. Au poids élémentaire . 
padq répondent, en A»,-.! et A«, les moments de flexion rfX««, 

m. 5 
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BtdXmf donnés paries formules (i4) et (i5), où Ton rempla- 
cert Q p9irpadq, en conservant d'ailleurs le $ens des autres 
notations; on a donc 

L'intégrale de ces équations, prise entre q=o et q = if don- 
nera les moments X41.1 et Xm produits par l'ensemble des 
poids élémentaires, c'est-à-dire par le poids total pa : donc 

la question est par conséquent ramenée à la recbercbe des 
deux intégrales définies qui entrent dans les expressions ci- 
dessus, fiemarquons en premier lieu qu'elles sont égales, car 
la relation 

q-hrz=zi 

entraîne, comme conséquence immédiate, 

rfr=: — dq, 

et par suite, si Ton prend r pour variable au lieu de 9, 

{i'^r)qrdq = — j {i-^r)qrdr= l {i^r}qrdr; 

or, la dernière intégrale ne diffère de I (ï + q)qrdq que par" 

le changement de 9 en r et inversement, et partant elle lui est 
égale, puisque 9 et r sont liés par une relation symétrique et 
varient dans les mêmes limites. D'un autre c6té, on a 
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donc enfin nous pouvons écrire les formules 

Les mêmes formules se démontrent peut-être plus simple- 
ment encore en les cherchant directement, sans employer le 
principe de la superposition des effets. En effet, si nous conti- 
nuons toujours à supposer parfaitement fixes les points de la 
fibre moyenne primitive qui se trouvent au-dessus des appuis, 
et que nous appliquions en conséquence Féquation (lo) du 
n*» 6 à tous les groupes de deux travées consécutives, nous re- 
trouverons identiquement les équations (ii) du n*» 10, à part 
cette différence que la (w — i)""' et la m'''^ auront pour second 

membre jpaji,, au milieu de Q««?r(n-r) etQa^qr{i + q). 

Pour résoudre un parfeîl système d'équations, il n'y aurait donc 
qu'à effectuer, dans les formules 4u n"* 10, le remplacement 

de Qa«gr(i + r) et Qa„qr{i-\-q) par jpa!^, ce qui, entre 

autres résultats, reproduirait les formules (i) et (2J cl^dessus, 
où a signifie d'aiUeujrs la méiae chose que a». 

Les m — 2 premières équations (ii) du n" 10 subsistant 
sans modification dans le cas actuel, ainsi que les n — m — i 
dernières, il en résulte que les moments 

^i> A-i, X.3, • • • 9 A-nt— 3» A||i_-i, 

doivent encore former deux séries, dans chacune desquelles 
les termes ont conservé les mêmes rapports deux à deux, 
exprimés par les nombres 

Ui, Ui, U%y . . . , Um~^if Un^t 

pour la première, et par 

5. 
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pour Tautre. Ainsi donc, après avoir calculé Xm-i et \m, on 
obtiendrait les autres moments sur les points d'appui par 
l'emploi des nombres w et v (n®9), ou, ce qui revient au même, 
en faisant usage des formules (16) et (17 ) du n® 10. 

Dans le cas particulier ou la charge porte sur Fune des tra* 
vées extrêmes, F un ou Taulre des procédés de démonstration 
dont nous venons de faire usage conduit très-facilement à 
reconnaître qu'on doit faire (3 ou y égal à zéro. Si par exemple 
la première travée est seule chargée, il faudra supposer (3 =0, 
et Ton aura, par les formules (i) et (2), 

X.= o, 

(3) \^='^pa]y. 

On obtiendrait ensuite les moments sur les autres points d'ap- 
pui, au moyen du même procédé que dans le cas général; 
seulement on n'aurait plus à considérer que ce qui se passe 
d'un seul côté de la travée chargée, l'autre étant supprimé. 

«19. Du moment de flexion en un point quelconque, dans 
une travée non chargée» — Supposons qu'on veuille construire, 
pour les moments de flexion produits par le poids pam, une 
figure- représentative analogue à la^g*. 4 (n» 13). Après avoir 
marqué sur une horizontale la position des divers points d'ap- 
pui . . . A«-aî A«-i, A«, A«+i,. . ., on élèvera en ces points des 
ordonnées proportionnelles aux moments correspondants. Les 
ordonnées Am-i£, AmG auront pu changer de grandeur, mais 
elles resteront encore positives, car les formules (i) et (2) con~ 
duisent toujours à des valeurs positives de X««, et de X«, 

puisque (3 et y ne varient que de o à — D'un autre côté, les 

rapports entre les diverses ordonnées 



A«-iEi A«..jP> A«_8S, . . . 

n'auront pas changé (n^ 18), et il en sera de même pour les 
ordonnées 

Amtr, Am+tl» Afli+jL,. ... 

Enfm, quand on aura construit toutes ces ordonnées, on devra 



Digitized by 



Googk 



. POtlTAES À PLUSlBtJAS TRATÉBS, £N GÉKÉRÀL. 6g 

encore joindre par des lignes droites leurs extrémités consé- 
cutives, pour avoir la ligne représentative des moments de 
flexion dans les travées non chargées. En effet, Téquation (4) 
du n" 1 le prouve, en y faisant 9(5?) =o; et d'ailleurs le fait 
est bien aisé à constater directement : il suffit de remarquer 
que s'il n'y a aucune force appliquée dans Finiervalle de deux 
sections, le moment fléchissant dans chacune d'elles se com- 
pose d'une série de moments partiels, qui varient tous uni- 
formément lorsqu'on passe de l'une à l'autre. 

On voit donc qu'il n'y aura rien de changé dans les portions 
EPSU. . ., GILN, . . de la ligne polygonale dont les ordonnées 
représentent les moments fléchissants, sauf toutefois la gran- 
deur des ordonnées A„-,E et A^G; mais dans chacune de ces 
portions, toutes les ordonnées conservent leurs signes et leurs 
rapports entre elles. Nous en conclurons, par la répétition 
exacte des raisonnements faits au n® 13: 

I*» Que si la charge parcourt successivement les diverses 
travées, en restant toujours, soit à droite, soit à gauche d'une 
travée fixe, le signe du moment de flexion, en un point déter- 
miné de la travée fixe, change à chaque fois que la charge 
(couvrant toujours la longueur entière d'une travée unique) 
franchit un nouveau point d'appui; 

2*> Que les diverses droites représentatives des moments de 
flexion dans la travée fixe, droites dont chacune se rapporte 
à une position déterminée de la charge, forment deux faisceaux 
concourants sur la fibre moyenne, dont les sommets occupent 
une situation identique avec celle qu'ils avaient dans le cas de 
la charge concentrée. 

Ainsi, en nommant a la longueur d'une travée, p et y les 
deux nombres qui s'y rapportent, dans les séries (3 et y (n*» 9), 

il y aura un sommet à la distance -q^ô de l'extrémité gauche 

de la travée, et un autre à la distance— j^ de l'extrémité 

droite. 

Pour une travée extrême, les deux faisceaux se réduisent 
à un seul, dont le sommet coïncide avec l'extrémité de la 
poutre (n« 15). 
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30. Du moment de flexion en un point quelconque de la 
traitée chargée. — Soit toujours A«.i A^ cette travée : en nom- 
mant X la distance entre l'appui Am^i et une section quel* 
conque où le moment de flexion est X, et conservant les 
autres notations des numéros précédents, on aura (n"* 1 ) 

\ = X..t'h{\^—\^^)^ — ^px(a — x); 

CI « « 

11 s'agit de discuter cette expression. 

A cet effet, imaginons que sur la ligne Am-iA«, prise pour 
axe des x {fig, 5 ), on porte en chaque point une ordonnée 

égale à X, de manière à con* 
^' ' struire la courbe représenta- 

tive EDKFG. Cette courbe, 
d'après la forme de son équa- 
tion, sera une parabole du 
second degré, tournant sa 
concavité du côté des X po- 
sitifs. On sait déjà (n"" 19 ) que 
ses ordonnées extrêmes A«.t£ 
et AmG sont positives; mais 
une propriété très-Importante 
à établir, comme la suite le montrera, c'est que cette para- 
bole a deux intersections, toujours réelles, avec Taxe des ^, 
entre A«_, et A«; c'est, en second lieu, que ces Intersections 
D et F comprennent toujours entre elles les points B et C, 
sommets des faisceaux concourants qui représentent les mo- 
ments de flexion pour le cas où la charge n'est pas dans 
A«_,A;» (n*» 19). En d'autres termes, les points D et F ne de- 
viennent jamais imaginaires, et de plus on a 




A...D < — 5-^ A«_.A«, A«F < -^ A«_t A«. 

Pour le démontrer, remplaçons dans X les moments X«-i et 
\m par leurs valeurs (i) et (2); il viendra 

^ I â(i — y) I y — (3 I , , 
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OU bien 

^X^x' r y-p Ix 'P(.-y) 

/>a' a' L 2(1 — Py)Jrt"^2(t— py) 

Ce«i posé, faisons dans l'équation ci-deasus x égal à l'abscisse 
du point B, c'est-àrdire 

(3 

le résultat de la substitatlon sera 

Vi + p; L 3(i-Py)J. + (3^a(.-Py)' 
ou bien, en réduisant. 

Ce résultat est nécessairement négatif, puisque p est un nom- 
bre positif compris entre o et-; donc le moment X devient 

négatif en B, et comune il était positif en Am^», il a dû s'attMiler 
dans rîntervalle^ en un point iel que D. La même démonstra<- 
tioa établit» sans y rien ajouter, que X s'annule aussi pour 
un point F compris entre C et Ah,, car ce qui est vrai d'une 
manière générale pour le c6té gauche d'une travée doit 
l'être aussi pour le côté droit, que rien, au fond, ne distingue 
de l'autre : il aurait suffi de compter les x à partir de A», et 
de permuter p avec y pour avoir à refaire sur le point F exac- 
tement les mêmes calculs que sur le point D. Ces pointfS 
occupent donc bien la position que nous avons indiqué^* 

Les mêmes propriétés se déduisent encore, par des raison- 
nements bien simples, des résultats généraux obtenus au § IL 
On sait, en effet (n*» 14), que l'un quelconque des poids élé- 
mentaires qui, par leur réunion, forment la charge totale pa^ 
donne lieu à des moments de flexion forcément négatlD^ 
dans une certaine portion centrsJe de la travée, précisément 
entre les points B et C. Donc, en superposant tous les effets 
partiels (n*» 5), on obtiendra toujours en B et C des moments 
négatifs, c'est-à-dire des ordonnées négatives pour la courbe 



Digitized by 



Googk 



y 2 CHAPITRE VKEMIBR. 

ËDKFG; on en conclura, comme ci-dessus, qu'elle coupe 
Taxe des a: dans rintervalle Am-iB et dans Tintervalle AmC; 
elle ne saurait du reste le couper ailleurs, puisque cette courbe 
est une parabole du second degré. 

Les dislances Am_,D, A«F ou les abscisses des points D et F 
doivent satisfaire à Féquation X = o, qui donne 

^'^> a' L 2(i-Py)J^i^2(i-Py)- ' 

de là on déduit 



(•-Py)~VL 2('-Py)J »-Py 



^^^ y-^ -.-./r. y-P T ^P(i-y) 
(5) ' " ^(' 



-I y~P -i-t/ ('-P)('-y) , '/ y-P y 
- 2(,-py)=^V . »-Py "^4V-Py/ 

Le signe -r- du radical répond au point D, le signe + au 
point F. ' 

Considérons maintenant les distances A^^iD et A«F comme 
fonctions des variables |3, y, et demandons-nous les états de 
grandeur par lesquels elles peuvent passer. La distance A«_,D 
satisfait à Féquation (4)» ^t sa valeur dans la formule (5) ré- 
pond, comme nous l'avons dit, au signe -^ du radical; imagi^ 
nons cette valeur mise à la place de a: dans l'équation (4) et 
dîfférentions celle-ci par rapport à y. Nous trouvons ainsi 

2£rf£_r y— (3 Ida: a: i— p» P(i— P) _ 

a» rfy L' a(i-x-Py)Jarfy"^2a*(i— py)» î^(i_|3y)»— °' 

ou, en ordonnant, 

or, le radical de la formule (5 ) étant désigné par R, on a ici 

£f=,__yz:l__R. 
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donc la dernière équation donne 

dx I — 3 Vx, ^, «1 

Il en résulte que Am-iD est une fonction décroissante de y, 

X â ^i^ 

car on sait que - est <[ — *--3, de sorte que la dérivée -y- est 
^a^ï + P ^ ay 

négative. Les valeurs extrêmes de Aj^^iD répondent donc aux 

limitesy = o, y = -» et sont respectivement, d'après la for- 
mule (5): 

pour y = o, 

— 3 — v/9— i6p + 8y 

4(2-P) 

La première expression, proportionnelle à p, varie de o a 7? 

lorsque (3 passe lui-même de o à -*, la seconde, ayant sa déri- 
vée proportionnelle à 



7 — 8p + 3v^9— i6p + 8(3' 

quantité forcément positive pour (3<-9 prend ses valeurs 
extrêmes quand on fait p = o et j3 = -» ce qui donne o et 



^(-v/I)- 



Ainsi donc la longueur A«-|D ne dépasse pas 



j de celle de la travée; il en est de même^ évidemment, pour 



A,F. 
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Le tableau ci-après donne une idée encore plus complète 
de la'manière dont varie A„-,I); il fera connaître aussi A«F en 
permutant lea apgumems p et y. 

Tableau des ▼aleuri de la diitanoe A^_,D {fi^. 5)^ 







RAPPORT 










1 


DE Â„_,l> AVEC ûf, POUR P — 




VALEURS 
de y. 




























0,0 


0,1 


0,2 


0,3 


0,4 


0,5 




0,0 


0,0000 


o,o5oo 


0,1000 


0,1 5oo 


0,2000 


o,25oo 


0,1 


0,0000 


o,o477 


0,0962 


0,1454 


0,1961 


, 0,2454 




0,2 


. 0,0000. 


Oy0452 


0,0918 


0,1398 


0,1891 


• 0,2397 




0,3 


0,0000 


o,o423 


0,0866 


o,i33i 


©,i8i& 


0,2326 




0,4 


0,0000 


o,o388 


0,0804 


0,I250 


0,1724 


0,223$ 




0,5 


o,oooo 


o,o349 


0,0731 


OyIiSO 


0,1610 


0,2Il3 


\ 



Quand on suppose P := y, hypothèse qui se réalise néces- 
sairement pour la travée centrale d'une poutre symétrique, la 
formule (5) se simpliQe et devient 



(6) 






Dans le cas particulier où la première travée porte la charge, 
on sait que les valeurs de Xm-, et X^ s'obtiennent en faisant 
(3=±=o dans leurs expressions générales. Il faut donc aussi in- 
troduire cette valeur particulière de .6 dans la formule (5) qui 
devient alors 



(7) 






d'où résultent les racines 



X 



X I 

- =1 y. 

a 2 ' 



Le point D se confond avec A«-i ou Ao (ce qui esi facile à 
prévoir puisqu'on sait que A«.«tË doit s'annuler}, et la distancé 

A«F ou A, F devient ~^« Pareillement, dans le cas de m = w, 

2 
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-le. 



on aurait trouvé le point F confondu avec Am et Aw-iD= — • 

Entre les points B et F, à égale distance de chacun d'eux, 
l'ordonnée négative de la parabole passe par ua maximum en 
grandeur absolue. Nous allons l'étudier tout à l'heure. 

21. Moments de Jlexion maxima produits par la charge uniforme 
d^une travée unique, -— Il a été dit (n** 19) que Si une seule travée est 
chargée uniformément, les moments de flexion conservent, dans le reste 
de la pièce, des rapports identiques avec ceux qu'ils ont sous l'action 
d'une charge concentrée sur un point de la môme travée. Gbs moments 
décroissent donc en valeur absolue (n** 13) à droite et à gauche de la 
travée chargée; donc les trois ordonnées A^_,E, A^G, K (fig, S) repré- 
sentent les plus grands moments dus au poids pa^ uniformément réparti 
sur la longueur totale a de la travée A^_i A„. Désignons-les par 

k'pc^, Wpa\ Q/pa\ 

et voyons comment varient les rapports A', B', C avec les quantités p et 7 
qui suffisent pour les définir. 
D'abord on a, suivant les formules (i) et (a) du n** 18, 

. pji^-vl 

4(1-^7) 

4(1 -f7) 
On en tire les dérivées partielles 

dk' _ i->7 

./^-4(i~p7)^' 

dW _ _ 7(1-7) dW ^ i~p 

e/p - 4(1-^7)' ^y "4(1-^7)^' 

Aucune de ces dérivées ne peut changer de signe, ni s'annuler pour p et 7 

compris entre o et - ; A' est donc, dans cet intervalle, fonction croissante 

de p et fonction décroissante de 7 ; le contraire a lieu pour B'. Ainsi, açcc la 
charge uniforme comme avec la charge concentrée y le moment de flexion 
sur l'un des deux appuis de la travée chargée est d'autant plus fort que 
cet appui s'approche plus de l'encastrement, et que l'autre s'en écarte 

davantage. Le maximum de A' répond par conséquent à7 = o, p = -îet 

a pour valeur 0,1 25; c'est aussi la valeur maximum de B', répondant à 

p = o, 7 — -- Voici au reste un tableau donnant directemeni A' pour 
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diverses grandeurs des arguments p et 7, et donnant aussi B' par permu- 
tation de p avec 7. 

dm ▼alcnrt de A'. 



• 




BAPPORT A' 


POUR P = 








YALBUBS 
de y« 
































0,0 


0,1 


0,2 


0.3 


0,4 


0,5 




0,0 


0,0000 


o.oaSo 


o,o5oo 


0,0750 


0,1000 ' 


0,1 a5o 


0,1 


0,0000 


0,0227 


0,0459 


0,0(196 


0,0938 


o,.i84 




0,2 


0,0000 


o,oao4 


0,0417 


o,o638 


0,0870 


0,1111 




0,3 


0,0000 


0,0180 


0,037a 


0,0577 


0,0795 


0,1029 




0,4 


0,0000 


o,oi56 


o,o3a6 


o,o5ii 


0,0714 


0,0938 




0,5 


0,0000 


o,oi3a 


0,0278 


o,o44i 


o,o6a5 


o,o833 





Le troisième maximum IK répond à la moyenne des valeurs de - don- 
nées par la formule (5) du numéro précédent, soit à 

X 

substituant cette expression dans celle de — j? et changeant le signe du 

résultat, on trouve 



■=i[' 



7-P T P('-7) _ (i-P)('-7) 



Par suite on a 



8(1 — ^7) 3a 






BdC'^ (î~7)' (y-P){^-f) 



3[P(»-+-37-a7»)-(2-7-f7')]; 



a(i-p7y 

or, quand 7 varie de o à -, le trinôme a — 7 + 7' ne peut descendre au- 
dessous de 1,75, et le trinôme 1-4-37 — 27' ne peut devenir supérieur 
À a; comme, d'un autre côté, p ne dépasse pas -) la quantité entre cro- 

chets reste négative, ainsi que -jr 7 dans les mêmes limites de 7. Donc 

G' est une fonction décroissante de p et aussi de 7, car p et 7 entrent 
symétriquement dans cette fonction; c'est-à-dire que, pour la charge uni- 
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forme comme pour la charge concentrée, le maximum du moment fléchis- 
sont vers le milieu de la travée décrùit à mesure que la continuité de la 
poutre permet davantage d'assimiler à des encastrements les deux appuis 
de cette travée^ 

L'hypothèse p = 7 = o donne lo maximum de C, égal à o,ia5; l'hypo- 
thèse p = 7 = - donne le minimum, égal à 0,0417, soit à — • Les diverses 
valeurs intermédiaires se trouvent d'ailleurs dans le tableau ci-dessous. 
Tableau dei ▼aleurt de G'. 







VALEURS DE C POUR ^ 






VALEURS 
dey. 














' 












0,0 


0,1 


0,2 


0,3 


0,4 


0,5 


0,0 


0,1 a5o 


0,1128 


o,ioi3 


0,0903 


0,0800 


0,0703 


0,1 


o,iia8 


0,1 oa3 


0,0922 


0,0825 


0,0734 


0,0647 


0,2 


o,ioi3 


0,092a 


o,o833 


0,0748 


0,0667 


0,0590 


0,3. 


0,0903 


0,0825 


0,0748 


0,0673 


0,0601 


o,o53a 


0,4 


0,0800 


0,0734 


0,0667 


0,0601 


o,o536 


0,0474 


0,5 


0,0703 


0,0647 


0,0590 


o,o532 


0,0474 


0,0417 



Nous pouvons maântenant former sans peine le tableau qui indique le 
plus grand des trois coeflBcients A', B', C. Nous le donnons ci-après, en 
soulignant les nombres qui proviennent soit de A', soit de B'« 

(K') Tableau indiquant le plus s^and dei trois ooeffiolenU A', B', C. 





VAUSUH DD PLUS GBAND DES TROIS COEFnCIENTS A', B', C, 


VALEURS 
de V 






POUR 


P = 




ae y. 


0,0 


0,1 


0,2 


0,3 


0,4 


0.5 


0,0 


o,n5o 


0,1128 


o,ioi3 


0,0903 


0,!0OO 


0,t250 


0,1 


0,1138 


0,1023 


0,0922 


0,0825 


o,op38 


0,1184 


0,2 
0,3 


o,ioi3 
0,0903 


0,0922 
o,'o8a5 


o,o833 
0,0748 


0,0748 
0,0673 


0,0870 
0,0795 


0,1111 


0,1029 


0,4 
0,5 


0,1000 

0,I350 


0.0938 
0,1184 


0,0870 

0,II1I 


0,0795 
0,1029 


0,0714 
0,0938 


0,0938 

o,o833 
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Oh voit que C l'emporte Bur Â' et sur D', tant que ie piwi fort de» 
nombres § et 7 ne dépasse pas o,3 ; au oontraàns, A' o« B' l'emporte sur C, 
quand l'un des nombres ^ ou 7 atteint 0,4* Pour, déterminer le point 
exact où le changement s'opère, supposons p>7; alors on aiua A'>B', 
et en égaient A' à C on trouvera Téquation 

P(.-7) = J(.-P)(i-7) + 8^fjE^)» 

qui, pour chaque valeur de 7, fournira la valeur de p correspondant au 
changement de C en A' dans le tableau ci-dessus. On obtient de cette 
manière les résultats suivants : 

7 = 0,0, 0,1, o,a., 0,3, 0,3333..», 

P = 0,343-2, o,3388, 0,3354, 0,3335, 0,3333..., • 
A' = C'=o,o858, 0,0789, 0,0719, 0,0649, 0,0625.... 

Le changement en question a donc lieu quand 16 plus fort des nombres p 
ou 7 atteint une limite, variable à la rigueur avec Tautre^ mais toujours 

peu éloignée de ^, la limite est exactement ^) comme le montre la der- 
nière équation, en supposant ^ = 7. 

Dans le cas particulier où Ton charge une travée de rive, on a déjà vu 
plusieurs fois qu'il faut faire ^ = o ou 7 = 0; les résultats relatifs à ce 
cas figurent donc dans les tableaux numériques précédcoitsl 

22. Comparaison des moments de flexion maxima^dans les.dewc cm 
d^une charge uniformément répartie sur une travée, ou concentrée en un 
seul point de la même travée. — On suppose d'abord qu'une charge con- 
centrée Q agisse en un point arbitrairement choisi sur la poutre ; puis, 
que cette charge soit transformée en une autre pa^ de môme intensité, 
mais uniformément répartie sur la même travée que la première; on de- 
mande de comparer entre eux les plus grands moments de flexion qui se 
produisent dans les deux cas. 

Les maxfana tlont il s'agit ont été étudiés en détail aux n°* 16 et 21. La 
charge Q ^tant7)lacée de ia manière ^ plus défavorable k la ré»stance, 
sans sortir d'une même travée, on a représenté les moments maxima 
qu'elle produit par 

A.Q«," B,Q«, C,Q«; 

ceux que produit la charge uniforme ont été représentés (n'' 21) par 

Mpa\ B>a', C>fl% 

et comme l'énoncé de la question suppose Q = puy il faudra simplement 
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comparer A„ B„ G, avec Â'^ B^ G', La comparaison pourrait m ftdre 
entre momeots de flexion homologues, c'«sirà-dire ^'odT mettrait en pa* 
rallèle A, avec A', B| avec B\ G. avec G'; naôs peur la conséi|«8iiûe pra- 
tique à tirer de cette discussion, il suffira de choisir dans chaque groupe 
le plus fort coefficient, et de voir quel changement il éprouve en passant 
d'un groupe à l'autre. Ce plus fort coefficient dans chaque groupe a été 
calculé pour une série de valeurs attribuées aux arguments ^ et 7; on en 
a donné le tablemi (K) au n"" 16" et le tableau (K') au n*" 21. Il ne reste 
qu'à diviser les nombres du premier par ceux du second, et l'on obtient 
les résultats dont voici le tableau : 

Tableau indiquant le réfultat de la dirâion dei nombres (R) 
par les nombres (K'). 











VALEURS 
de y. 
























0,0. 


0,1 


0,2 


0,3 


0,4 


0,5 


0,0 


a, 00 


2,06 


a, 12 


a, ai 


1,86 


1,54 


0,1 


s, 06 


a, II 


a,i8 


a, 27 


1,87 


1,56 


0,2 


a, 13 


2,16 


a,25 


2,34 


1,88 


1,58 


0,3 


a, 21 


•2,37 


3,34 


2,43 


1.92 


1,62 


0,4 


1,86 


1,87 


1,88 


1)92 


a, 00 


1,68 


0,5 


1,54 


1,56 


1,58 


1,62 


1,68 


1,78 



Il €st donc constaté que le rapport (^j du plus grand moment pro* 

duit par une charge concentrée, à celui qu'elle produirait en la répartis- 
sant uniformément sur la même travée, ne demeure pas constant, mais 
qu'il varie avec les nombres ^ et y de la travée. Sa plus petite valeur i ,54 

répond au cas où l'un de ces nombres e^t o et l'autre ~j ce qui signifie 

que la travée devrait être e;icastrée par un bout etn'avmr à l'autrequ'un 
simple appui d'extrémité. Quant à la valeur la plus forte, ^lle ne figure 
pas dans le tableau, parce qu'on n'a pas fait croître ^ et 7 par différences 
assez faitiAes. Pour la trouver, sans aborder une discussion algébrique très- 
rainudeose et d'ailleurs peu intéressante^ on regardera comme sufiBsam- 
ment éftabli par le calcul numérique du tableau ci-dessus : 

i° Que le rapport ( g? ) va en croissant avec p et 7, à partir de p = 0, 
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a** Qu'il commence à décroître à rinstant où C cesse d'être le plus 
grand des trois boefficients À', B', C. 
On reprendra en conséquence les groupes de valeurs 

Y==o, o,i, o,a, 0,3, 0,3333..., 

P = 0,343a, o,3388, o,3354, o,3335, o,3333..., 

pour lesquelles G' cesse de surpasser À' .et B\ comme on Ta vu plus haut 
(n** 21); avec ces valeurs, C^ remporte sur A, et Bj (n** 16) et devient 

0,1941, 0,1825, 0,1710, o,i599, o,i5625, 

nombres dont les quatre premiers ont été déduits du tableau de C^ (n"" 16), 

a — 
par interpolation, tandis que le dernier résulte de la formule C|= . 1 ft\ ^ 

relative au cas de p = 7 (n** 16). Cherchant enfin le quotient de ces va- 
leurs de Gf par celles de G' qui répondent aux mêmes ^ et 7, savoir [n'' 16) 

o,o858, 0,0789, 0,0719, 0,0649, o,o6a5, 
on trouve 

a,a6, a,3i, a,38, a,46, â,5o. 

La limite supérieure du rapport ( ^/ ) ^t donc a,5, ou le rapport de 5 à a. 

Nous arrivons donc à conclure que, dans le cas le plus défavorable, le 
moment maximum produit par une charge concentrée, variable de posi- 
tion entre deux appuis consécutifs, peut atteindre deux fois et demie le 
maximum produit par une charge d'égale intensité, uniformément répartie 
sur la longueur entière de la même travée. Ordinairement les construc- 
teurs admettent que le premier maximum est double du second, par ana- 
logie avec ce qui se passe dans une poutre simplement appuyée à ses 
deux extrémités. Quoiqu'on fasse ainsi bon marché de l'influence que peut 
avoir la solidarité mutuelle des travées, on voit qu'il n'en résulte pas d'er- 
reur bien grave, puisque le rapport évalué un peu arbitrairement à a 
varie entre les limites extrêmes i,54 et a,5o, suivant les diverses lon- 
gueurs que présentent les travées situées à droite et à gauche de celle où 
l'on place la charge. Toutefois, quand il s'agit de transformer une charge 
concentrée en charge uniforme équivalente (au point de vue du moment 
de flexion maximum), nous pensons que les ingénieurs devraient distin- 
guer les cas d'une poutre à deux appuis simples et d'une poutre à plu- 
sieurs travées solidaires : dans le premier, ils conserveraient le coefficient a; 
mais, dans le second, s'ils ne voulaient pas déterminer exactement celui 
qui convient à chaque travée de leur poutre, ils pourraient prendre 2,5. 
De cette manière ils seraient à Tabrl de toute critique, du moins en ce 
qui concerne le calcul de la limite supérieure des moments fléchissants. 
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Les §§ n et ni contiennent, sur les effets propres d'une charge concen-. 
trée ou d'une charge uniformément distribuée le long d'une travée unique, 
une série de propositions qui semblent avoir déjà, par elles-mêmes, un 
certain intérêt; m^is notre but principal, en les donnant, était de préparer 
l'exposition du § IV ci-après qui, joint au § I, forme une théorie générale 
des moments de flexion dans une poutre à plusieurs appuis disposés d'une 
nMHiière quelconque. 

§ IV. — Courbes enveloppes des moments. 

23. Définition de la charge permanente et de la surcharge 
d'une poutre^ — La principale application qu'on ait faîte des 
poutres à plusieurs travées solidaires a été leur emploi dans 
les ponts métalliques destinés au passage d'une voie ferrée; 
ce sont les poutres de cette espèce que nous aurons principa^ 
lement en vue dans la suite de cet ouvrage, bien que nos- for- 
mules et calculs puissent s'appliquer à d'autres cas. Or ces 
poutres doivent être soumises.: 

I** A une charge permanente uniformément répartie sur leur 
longueur entière, comprenant, outre le poids propre de la 
pièce, celui du plancher et de la voie; 

2^ A des surcharges accidentelles couvrant entièrement une 
ou plusieurs travées choisies comme on voudra, ces surcharges 
ayant toujours une répartition uniforme sur les travées qu'elles 
embrassent. 

Nous nommerons p et p* les poids, par mètre courant, de 
la charge permanente et des surcharges. Nous continuerons 
encore à supposer que les appuis donnent une fixité complète 
aux points correspondants de la fibre moyenne primitive. 

Que la charge permanente soit uniformément distribuée, 
c'est un fait que nous n'avons pas à discuter et qui résulte des 
conditions mêmes de la construction, notamment de ce que le 
poids de la voie est uniforme, ainsi que celui du plancher, des 
entretoises, etc. 

Mais la surcharge constitue l'épreuve exigée dans l'intérêt de 
la sécurité publique, et l'on est maître de la modifier arbitrai- 
rement. Par quelles raisons l'a-t-on donc composée comme 
nous venons de le dire? Pourquoi sa répartition est-elle uni- 
forme, et pourquoi embrasse-t-elle toujours des travées com- 
III. » 6 
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plèteSy formant une suite continue, ou séparées par des travées 
sans surcharge, à la volonté de celui qui fait l'épreuve? Ce 
sont là des questions que nous allons examiner brièvement. 

D'abord l'uniformité de la répartition se justifie par la nature 
des charges passagères qui doivent franchir le pont et en vue 
desquelles il a été construit. Les convois de voyageurs ou de 
marchandises n'ont pas un poids rigoureusement constant par 
unité de longueur; mais cela existe d'une manière suffisam- 
ment approximative. Tout au plus pourrait-on objecter le poids 
considérable de certaines locomotives à marchandises, qui, 
par leur excédant de poids comparativement aux wagons, for- 
ment comme une charge concentrée, en tête du convoi. Pour 
en tenir compte d'une manière large, on mullipliera cette 
charge concentrée par 2,5 (n® 22), et alors on Itf considérera 
comme uniformément répartie. 

Les convois, dont la longueur est variable entre des limites 
assez écartées, peuvent s'étendre, soit sur une travée, soit sur 
deux, soit sur un plus grand nombre. Il est vrai qu'ils n'ont 
pas de discontinuité, tandis que la surcharge définie plus haut 
peut présenter une ou plusieurs fois des groupes de travées 
chargées, séparées les unes des autres par des travées vides. 
£n imposant ainsi l'épreuve de quelques combinaisons de sur^ 
charge qui ne se réaliseront pas en pratique, on oblige les 
constructeurs de donner à leurs ponts un certain excès de 
stabilité, faible inconvénient si l'excès n'est pas lui-même trop 
grand; or c'est là un point dont la démonstration complète 
offrirait quelques difficultés, mais qu'admettront sans peine 
les personnes exercées au calcul des poutres. 

Enfin, nous devons encore nous demander pourquoi la sur- 
charge d'épreuve embrasse toujours des travées entières et 
non des fractions de travée. 

Quelle que soit la surcharge, on peut toujours la regarder 
comme composée d'une infinité de poids élémentaires, pro- 
portionnels aux longueurs qu'ils recouvrent, et l'on doit se 
réserver de choisir leurs points d'application de la manière la 
plus défavorable à la stabilité, afin que l'épreuve soit aussi 
concluante que possible. Parmi tous les poids élémentaires, 
les uns produiront, en une section déterminée de la poutre> des 
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moments fléchissants positifs, les antres des moments négatifs 
(n<^ 13); de sorte que ^es moments produits dans la section 
. dont il s'agit, par toutes les combinaisons possibles de sur- 
charge, varieront entre deux limites, Tune positive, Tautre 
négative. Ces deux limites sont utiles i connaître pour véri- 
fier la stabilité du pont, et même, quand la poutre a une sec- 
tion symétrique relativement à l'horizontale de son centre de 
gravité, la plus grande des deux suffit; quant aux valeurs in- 
termédiaires, elles ne servent absolument à rien. On doit donc 
laisser de côté, comme superflues, toutes les combinaisons de 
surcharge qui ne donneraient pas Tune des limites. Or, on a 
vu (n"* 13) que si Ton choisit un point Af dans une travée (T), 
tous les poids placés dans une autre travée (T') produiront en 
M des moments fléchissants ayant tous le même signe; ces mo- 
ments s'additionneroi^t donc entre eux quand la surcharge (T') 
sera complète, et donneront un total arîthmétiqueinent plus 
grand que si elle ne Tétait pas. Donc : 

i^ Chacune des deux limites du moment de flexion^ en un 
point appartenant à une travée (T), ne peut répondre qu*à 
une combinaison de surcharge dans laquelle toutes les travées 
autres que (T) seraient ou complètement surchargées, ou comr 
plétement privées de surcharge. 

Quand on considère l'action d'un poids variable de position 
dans la travée (T) seulement, on sait (n"" 14) que le moment 
de flexion a un signe déterminé aux points extrêmes de cette 
travée et dans une èertaine région centrale que nous avons 
signalée. Donc i 

2* Si le point M est sur l'un des appuis qui terminent la 
travée (TU) ou dans ladite région centrale, chacune des deux 
limites du moment de flexion en M ne pourra répondre qu*à 
une combinaison de surcharge dans laquelle (T) serait ou 
complètement ou p(zs du tout surchargée. 

L'usage adopté de ne s'occuper que des surcharges s'éten- 
dant sur des travées entières, et non sur des fractions de tra- 
vée, est donc en partie justifié. Mais nous sommes forcé de 
reconnattre qu'il ne Test pas complètement. Le point M peut 
être tellement situé dans ( T ), que les divers poids élémentaires 
de cette travée produiront en M, les uns des moments positifs, 

6. 
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les autres des moments négatifs. Alors, si Ton veut chercher 
la limite positive, par exemple, il est clair que parmi ces poids 
élémentaires on devrait conserver seulement les premiers, 
tandis qu'il faudrait les enlever tous pour ne garder que les 
seconds, s'il s'agissait d'avoir la limite négative. Dans les deux 
cas, la travée (T) serait incomplètement surchargée. 

Ainsi donc, afin de procéder avec rigueur, on se trouverait 
parfois conduit à rechercher les limites de position entre les- 
quelles peut agir un poids, dans une travée, pour donner lieu, 
en certains points de la même travée, à des moments de signe 
déterminé à l'avance. C'est la question que nous avons men- 
tionnée à la fin du n** 14; sa solution ne dépendrait toujours 
que d'équations du second degré à une seule inconnue. 
Malheureusement ce serait une complication nouvelle ajoutée 
à des calculs déjà passablement longs^ et les constructeurs ne 
l'accepteraient sans doute qu'avec répugnance. Comme l'hypo* 
thèse de la surcharge complète des travées est d'ailleurs con- 
sacrée par de nombreuses applications, sans qu'on y ait encore 
reconnu d'inconvénient grave, et que de plus^ en matière de 
calculs pratiques, il faut savoir de temps en temps sacrifier un 
peu de rigueur à la simplicité, nous nous décidons à adopter^ 
dans tout ce qui va suivre, l'hypothèse en question, malgré le 
vice que nous venons de lui reconnaître. 

24. Définition des courbes enveloppes; relation entre les 
deux limites du moment fléchissant produit par la surcharge 
en un point déterminé. — En écartant, conformément à ce qui 
a été dit tout à l'heure (n*" 23), toutes les combinaisons de sur- 
charges où entreraient des fractions de travées, il reste encore^ 
dans une poutre à n travées, à considérer les surcharges sur 
les groupes de travées que voici : 
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Indication des groupes de travées Nombre des combinaisons 

qui portent la surcharge. de chaque groupe. 

La poutre entière non surchargée i 

La surcharge sur une seule travée n 

La surcharge sur deux travées — ^ 

La surcharge sur trois travées — -^ 

^ i.a.3 



La surcharge sur (n — ^-i) travées. n 

La poutre entière surchargée i 

Toutes ces combinaisons réunies font un total 



n(n — I ) nin — i)(n — a) 

1.2 1.2.3 

, n{n—\)..,(n — m-^i) . „ . , 



1.2.3. ..m 

soit le développement, par la formule du binôme, de (i + 1)\ 
Il y aura donc 2" surcharges différentes, si Ton comprend parmi 
les cas possibles celui où la surcharge ne porterait sur aucune 
travée, ou a*-— i en ne le comprenant pas, ce qui est évidem- 
ment indifférent pour le résultat des calculs sur la stabilité. 
Toutes ces combinaisons, considérées chacune isolément et 
abstraction faite de la charge permanente, donneront lieu à 
autant de moments de flexion, en un point quelconque de la 
fibre moyenne; et tous ces moments, comme on Ta déjà dit, 
varieront entre deux limites, Tune positive, l'autre négative. 
Le fait des deux limites de signe contraire se produira aussi 
bien quand on surchargera seulement des travées entières, que 
quand on pouvait surcharger des fractions quelconques; car 
tous les poids mis entre deux appuis consécutifs font naître 
des moments de signe déterminé, en tout point de la poutre 
extérieur à ces appuis, et ce signe change quand les poids fran- 
chissent un appui (n** 13); en surchargeant successivement 
deux travées contiguës on est donc sûr de faire changer le 
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signe du moment de flexion en tout point situé au dehors de 
ces travées (*). 

Imaginons maintenant qu'en chaque point de la fibre 
moyenne on élève deux ordonnées, Tune en dessus, repré- 
sentant la limite des moments positifs dont on vient de parler; 
l'autre en dessous, représentant la limite des moments néga- 
tifs; puis, qu'on prenne le lieu géométrique des points ainsi 
obtenus. On aura deux courbes, ou plutôt, comme on le verra 
ultérieurement, des contours mixtilignes.: c'e^st ce que nous 
nommerons, suivant l'usage, les courbes enveloppes des mo- 
ments produits par la surcharge seule. Le nom d'enveloppe 
doit rappeler que toute ordonnée représentative d'un moment 
produit paç une surcharge quelconque (parmi celles que Ton 
peut avoir à considérer) tomberait à l'intérieur du contour. 

Ces courbes enveloppes ne sont pas précisément celles dont 
on a besoin dans {a pratique pour vérifier la stabilité de la 
poutre. La charge permanente, en effet, «git toujours simulta-r 
nément avec toute combinaison de surcharge, et les deux 
effets partiels doivent se cumuler algébriquement, suivant le 
théorème général rappelé au n® 5. Si donc on construisait une 
troisième courbe dont les ordonnées représenteraient les mo^ 
ments produits par la charge permanente seule, et qu'on fît, 
pour chaque point, la somme algébrique de ses ordonnées et 
de celles qui appartiennent à Tune ou l'autre des deux courbes 
déjà construites, on en obtiendrait deux autres qui seraient les 
courbes enveloppes des m^mjenis produits par t'uiction simul* 
tanée de la charge permanente et des surcharges. 



{*) Cette déinonstrati<ni ^ige qu'il y ait an moins deux traTées, «oit à droite, 
soit à gauche de celle où l'on cherche Içs limites des moments fléchissants : 
elle serait donc en défaut pour la poutre à deux travées, et pour la travée 
centrale àe la poutre à trois travées. ïl serait facile de là compléter dans ce 
dernier cas; dans le premier^ on Ae pourrait le faire que partiellement. Nous 
ne croyons pas devoir nous arrêter à ces détails, d'abord parce que le fait 
énoncé importe assez peu, au fond, pour la suite de nos raisonnements; ensuite 
"parce que, à la rigueur, on peut le Vendre toujours vrai en considérant nno 
tiircbarge nulle, j^rbduisant partout des moments nuls, auxquels on peut indif- 
féremment attribuer le signe -+■ ou le signe — , sans qu'il puisse en résulter 
ici aucune erreur. Si donc on avait en certains points d'une poutre à deux 
iravéfeiB des moments toujours positifs (ce qui peut arriver), un moment nul 
jpuerait le rOle de la limite négative. 
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Les ordonnées des deux premières GOuri>es étaient toujours 
de signe contraire; mais comme^ .pour en déduire celles de la 
quatiième et de la cinquième, on leur a ajouté une même 
quantité, ces dernières pourront être tantôt de même signe, 
tantôt de signes contraires. Si le sec<Hid cas se présentait et s'il 
s'agissait d'une poutre à section non symétrique relatîyemem 
à l'axe ide flexion, il faudrait les connaître toutes deux; mats 
si elles ont un même signe, ou bien si la symétrie existe, il 
suait de connaître la plus grande des deux en valeur absolue {*). 
C'est ce qui arrivera le ;plus. ordinairement. Il faut donc con* 
cevoir une sixième courbe représentant les moments .limites 
en valeur absolue. 

Voyons actuellement si les six courbes* n'auraient pas entre 
eUes d'autres relations que celles qui résultent explicitement 
de leur définition même. Nous ferons à cet égard les remarques 
suivantes, toutes fort simples, mais cependant très-'impor- 
tantes. 

Quand on veut avoir, pour un point M, la limite «poslUve des 
moments de flexion dus à la surcharge seule, on doit supposer 
l'action simultanée de toutes les surcharge^ partielles sur nne 
travée unique, qui, considérées isolément, produiraient au 
point M un moment positif; de même, l'action simultanée des 
surcharges qui produiraient isolément des moments négatifs 
au même point fournira la limite négative. La réunion de ces 
deux combinaisons forme évidemment la surcharge sur la lon- 
gueur entière de la poutre. 

Nous appelons surcharges complémentaires celles qui réu- 
nies occupent toute la longueur de la poutre, sans se doubler 
d'ailleurs sur aucune travée. Ainsi, quand toute la poutre supr 
porte un poids uniforme de p' kilogrammes par mètre courant, 
si l'on enlève ce poids d'un certain nombre de travées, le poids 
qui reste (abstraction faite de la charge permanente > et celui 
qu'on a ôlé sont deux surcharges complémentaires. Moyen- 
nant cette définition, et en ne considérant toujours que les mo- 
ments dus à la surcharge seule, on peut dire que si une certaine 



(*) Voir notre Cours de Résistance des Matériaux , chap. III, § 3, p. 191 et 
■ttiy. 
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surcharge donne, pour un point de la poutre, la limite posi- 
tive des moments, la surcharge complémentaire donne l'autre 
limite. De là il suit immédiatement, en vertu du théorème sur 
la superposition des effets (n<» 5), que la somme algébrique 
des deux limites en chaque point est égale au moment fléchis- 
sant produit par un poids uniformément rép€uii sur la poutre 
entière, le poids par mètre courant étant celui de la surcharge^ 
Lorsque le poids par mètre courant d'une certaine charge 
ou surcliarge varie seul, la distribution restant d'ailleurs la 
même, le théorème sur là superposition montre de suite que 
les moments de flexion varient proportionnellement. Donc, en 

multipliant par ^ la somme algébrique des deux moments 

fléchissants limites dus à la surcharge seule, on aura le ma-- 
ment dû à la charge permanente. 

Pour exprimer algébriquement ce résultat, nommons : 

X le moment fléchissant en un point quelconque, sous la 
seule action de la chaîne permanente, dont le poids par mètre 
courant est p; 

X', X"^ les limites positive et négative des moments fléchis- 
sants, pour le même point, quand on ne fait agir que la sur* 
charge de p' kilogrammes par mètre. 

Alors on aura 

(I) X = (X'-hX-)£, 

La connaissance des deux premières courbes enveloppes 
entraîne donc celle de la troisième courbe, et par suite celle 
des quatrième, cinquième et sixième, en vertu des définitions 
mêmes. Mais il y a plus. L'ordonnée de la sixième courbe 
s'obtient en choisissant la plus forte valeur absolue entre les 
deux sommes algébriques 

X-f-X', X-hX<'; 

or je dis qu'on n'aura jamais besoin d'effectuer numérique- 
ment la comparaison, et qu'on saura toujours d'pivance, sans 
incertitude, celle des deux que Ton doit prendre. En effet. 
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d'après réquation (i), on a pour les valeurs des sommes algé- 
briques dont il s'agit : 

X-+-X''==X''+(X'4-X")45 

d'un autre côté X'H-X'' prend le signe de X' ou celui de X*, 
suivant que le premier de ces moments l'emporte sur l'autre 
en valeur absolue» ou lui est inférieur. Donc, si X' dépasse X"^, 
abstraction faite du signe, X + X' l'emportera de même sur 
X-+-X"; car, dans la première somme, les deux termes ont 
même signe et sont, l'un égal, l'autre plus grand arithméti- 
quement, devant les termes homologues de la seconde. Le 
contraire arriverait si la valeur absolue de X^' l'emportait sur 
celle de X^ Dans tous les cas on voit que : - 

La limita en valeur absolue des moments de flexion, pour 
un point quelconque de la poutre y est égale à la somme* des 
valeurs absolues que prennent en ce point : i** le moment de 
flexion produit X par la charge permanente; 2** celui des deux 
moments limites X', X^, dont le signe est le même que celui 
du moment X. 

Tout se réduit donc à la recherche des limites X', X*^, que 
nous allons bientôt entreprendre. Nous avons besoin aupara- 
vant de rappeler, avec quelques développements utiles pour la 
question actuelle, diverses propositions démontrées dans les 
§§IIetlIL 

25. Moments fléchissants produits, dans une travée déter* 
minée, pan la surcharge d'une travée unique, de rang quel-- 
conque. — Considérons toujours une poutre à n-hi appuis 
désignés par 

Af, Al, Al, A»,. . », Aj^^i, Anî 

supposons qu'une surcharge de p' kilogrammes par mètre cou* 
rant agisse successivement sur chaque travée, en couvrant 
toute sa longueur; nous aurons ainsi n cas particuliers de sur^ 
charge, que nous distinguerons entre eux par des numéros 
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idenUi|ues à ceux des travées surchargées, cooime il suit : 

surchai^e sur A«A, ...... cas n** i, 

» Al As cas n*> 2, 

» A, A,. cas n* 3, 

» 9 

» A»_iA..... cas n* n. 

ProAons maintemiit une travée A«^,Ai,, et voyons ce que 
doivent y être les moments de flexion dans chacun de ces n cas 
particuliers, en faisant abstraction de la charge permanente. 

Il est clair qu'on arrivera toujours à les déterminer par les 
formules et procédés du § III, puisqu'on a une charge uni- 
forme sur une seule travée; il n'y aura qu'à changer p en p\ 
Supposons d'abord un cas dont le numéro diffère de m; ce 
sera cdui qu'on a* étudié au n<* 19. On se rappelle que les mo- 
ments de flexion dans A»-t A«, sont, pour chaque cas, une fonc- 
tion linéaire de l'abscisse, c'est-à-dire que leur ligne repré- 
sentative est une ligne droite. Si l'on nomme : 

X«^i et \m les moments de flexion sur les appuis A»_i et A«; 

a la longueur de la travée; 

a: la distance d'un point quelconque de Am-i Am à l'origine 
A_.; 

P et y les deux nombres ainsi désignés au n^ 9, se rapportant 
spécialement à la travée Am^,A«; 

La fonction linéaire dont il s'agit sera (n'' 1), attendu que 
9(a7) = o, 

u 

le rapport de X»-» à X« sera d'ailleurs — (3 ou » suivant 

que le cas particulier de surcharge aura un numéro A* plus grand 
ou plus petit que m. Les n — i droites représentatives de l'ex- 
pression précédente forment donc deux faisceaux concourants 
en deux sommets B et C {Jig. 6, PL A, à la fin du volume)^ dont 
les distances respectives aux appuis A«-i, km om pour valeur 



Am-|B= —r, AmC 
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le sommet/B se rapporte à A'>> m, le sommet Ck k<Cm. Les 
diverses droites portent d'ailleurs sur la ûgure des indices qui 
nous serviront à les désigner» et qui ne sont autres que les 
cas de surcharge correspondants. 

Quand on ^rchargera la (m + !)*•*• travée, il y aura en A« 
un moment de flexion positif» de sorte que la droite m + i 
aura ses ordonnées .positives dans Tintervalle A«|B» négatives 
dans l'intervalle BAm-^c Pour les droites 

m -h 3, m + 5, m 4-7, m -h 9,..., 

ce sera la même chose» car on sait que- si la charge varie de 
position hors d'une travée, les moments de cette travée chan- 
gent de signe toutes les fois qu'elle franchit un nouvel appui, 
d'où il suit que le signe reste le même quand elle en franchit 
deux. Au contraire, et par la même raison» les droites 

mH-2, mH-4, /w-h6, /n-+-8,... 

auront leurs ordom[)ées négatives dans l'intervalle AmB, posi- 
tives dans BAm^i. On reconnaîtra d'une manière toute semblable 
que le^ droites 

/»-^i, iw- — 3, m — 5, tn — 7,-»- 

ont des ordonnées positives dans l'intervalle A„_,C, négatives 
dans CAm, et que l'inverse a li<eu pour les droites 

971 — 2, m — 4» "*' — ^9 "* — 8-,.... 

Les situations qu'on vient d'indiquer pour les diverses 
droites sont représentées dans la^g*. 6. Nous ne nous sommes 
d'ailleurs nullement préoccupé des relations de grandeur que 
peuvent avoir les ordonnées relatives aux différents cas, et il 
serait inutile d'en parler ici. 

Il ne nous reste plus à mentionner que le m'^' cas de sur- 
charge, c'est-à-dire celui où la travée A»_iA« elle-même est 
surchargée. Nous avons étudié ce Cas en détail au n^ 20. On a 
vu que l'expression linéaii'e du moment de flexion doit être 
remplacée par l'expression entière et du second degré 

X«^,-}- (X„— X«-, ) - — - /?' j? (rt — ^). 
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La ligne représentative devient alors une parabole désignée 
par la lettre m sur Isijig. 6; ses ordonnées sont positives en 
Am^i et A«; elle coupe toujours l'axe des abscisses en deux 
points réels D et F^ sKués, le premier dans Tintervalle A»-iBy 
le second dans l'intervalle A«C. 

Nous sommes maintenant en mesure d'aborder d'une ma- 
nière tout à fait générale la recherèhe des moments de flexion 
limites X% X', qui peuvent avoir lieu dans la travée A»^|A«, 
lorsqu'on suppose possibles toutes les combinaisons, en nom- 
bre quelconque, des n surcharges élémentaires qu'on vient 
de considérer. Dans cette recherche, la division des droites 
représentatives en deux faisceaux, la situation de la parabole 
et des droites relativement à l'axe des abscisses, l'ordre dans 
lequel se succèdent les points D, B, C, F ont une Importance 
capitale, et c'est pour cela que nous avons cm nécessaire d'y 
revenir. 

26. Recherche générale des courbes em^èloppes des mo- 
ments dans une travée déterminée, sous l'action de la sur^ 
charge seule. — Ces courbes se déduisent bien simplement 
des propositions rappelées au numéro précédent, combinées 
avec le théorème sur la superposition des effets des forces 
(no 5). 

Supposons, par exemple, qu'après avoir choisi arbitraire- 
ment une travée A»-iAm, et construit les n lignes représenta- 
tives des moments de flexion dus aux n surcharges sur une 
seule travée, on veuille avoir la limite positive X', ou, ce qui 
revient au même, sa courbe enveloppe, entre A«_, et A«. On 
partira de l'appui A«,_,; on prendra en ce point l'ordonnée 
Am^iE de la parabole m {Jig. 6), et l'on y joindra toutes les 
ordonnées positives 



A«_iE', Aiw— iE% Aiw-iE"',. . . 



des droites composant les deux faisceaux. L'addition de toutes 
ces ordonnées fournît la limite X' en Am-i : le moment X' 
ainsi obtenu se produirait, en effet, par la réunion des sur- 
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charges isolées qui ont donné lieu aux divers termes de la 
somme; et toute autre combinaison répondrait à un moment 
positif moindre, puisque la modiQcation aurait pour effet né- 
cessaire, soit de supprimer dans cette somme certains termes 
positifs, soit de lui adjoindre des termes négatifs. Lorsqu'on 
marchera ensuite suivant Taxe A»-.iÂm9 il est clair que les 
ordonnées des mêmes lignes, cumulées entre elles, donneront 
encore la limite X', jusqu'à ce qu'on arrive au premier point 
où l'axe Am^iXm est coupé par Tune quelconque des n lignes 
représentatives. Il y aura là, en effet> un passage du positif au 
négatif, si la ligné sécante est une de celles déjà employées, 
ou un passage inverse si cette ligne était négative près de 
Aj».i : dans le premier cas, il faudrait supprimer son ordonnée 
à partir de son intersection avec Ai».iAm; dans le second, il 
faudrait au contraire l'ajouter. Partant de cette intersection, on 
ira de même jusqu'à la plus voisine, en suivant l'axe des 
abscisses; là encore il y aura introduction d'une nouvelle 
ligne ou suppression d'une ligne précédemment employée. 
Et ainsi de suite, de proche en proche, on marcherait en 
cumulant toujours toutes les ordonnées positives; de plus, 
comme on saurait à quelles lignes appartiennent ces ordon- 
nées, on pourrait avoir, non-seulement leur somme détermi- 
née graphiquement, mais encore son expression algébrique 
en chaque point (c'est-à-dire les équations successives des 
courbes ou droites formant le c(întour enveloppe ), en même 
temps que les combinaisons correspondantes de surcharge. 

On procéderait de même à l'égard de la limite négative X'^; 
qui répond toujours, comme on sait, à la surcharge complé- 
mentaire (n*» 24) de celle qui engendre la limite positive X' (*). 

Il est facile maintenant d'indiquer d'avance, pour chaque 
point de la travée, les combinaisons de surcharge auxquelles 



(*) L'idée, très-heureuse suivant nous, de déterminer les limites X' et X' en 
commençant par chercher les lignes représentiftives des moments produits par 
la surcharge successive de chacune des n travées, puis cumulant en chaque 
point, soit toutes les ordonnées positives, soit toutes les ordonnées négatives, 
a été émise pour la première fois, à notre connaissance, dans un concours de 
Mécanique appliquée, par M. Maurice Lévy, alors élève ingénieur des Ponts et 
Chaussées. U s'est d'ailleurs borné à l'exposer en termes succincts et à en faire 
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répond une des deux limites, X' par exemple. Remarquons, 
en effet, qu'il y a seulement quatre points d'interseaion des 
lignes droites et parabole représentatives {fig. 6) avec A»,-i Am, 
savoir : D, B, C, F. Nommons x'^ x"^ x'\ x^^ leurs distances 
respectives à AiN^i, ainsi rangées- par ordre de grandeur : x' et 
x"^ sont données par la formule (5) du n** 20, et Ton a 



X — Api— iAfa ^ ^? X — Afli— lAm 



i'-Ti^i)' 



les nombres p et y étant ceux qui dans leurs séries (n** 9) 
appartiennent spécialement à la travée considérée. Soit enfin^r 
la distance d'un point quelconque de A«-iA« à la même ori- 
gine Aw_,. Cela posé, la seule vue de Ift^g*. 6 suffit pour justi- 
fier les énoncés suivants : 

I* De X =o à a: = a?', la surcharge qui donne la limite posi- 
tive X' sera composée de la surcharge sur la /»**«• travée A»»_, A« 
dont on s'occupe, et sur les travées portant les numéros 

m — ^^ I , m — 3, m -^ 5, . - . , jusqu'à épuisement de m ; 
TO-ha, m + 4' m-f^6, ..., jusqu'à n ou /i — i. 

Autrement dit, on doit sfircharger les deux travées qui se 
rejoignent à l'appui d'où Von part* et toutes les autres de 
deux en deux. 

3^ De a; = a;' à a: = ;«/', il faut conserver les mâmes droites^ 
mais supprimer la parabole; doiic c*est la même combinaison 
de surcharge, sauf qu'on enlève celle de la travée dçnt on 
s'occupe. 

3° De a?" à x'^, toutes les droites, déjà employées, du pre- 
mier faisceau ayant B pour sommet, ont passé au-dessous de 
Vaxe et doivent être remplacées par celles du même faiisceau 
qu'on avait d'abord laissées de côté. Il faut donc modifier la 
combinaison précédente (a**) en ce sens que la surcharge sera 



l'application au prôblèine numérique dont on lui demandait la solution. Les 
positions respectiTes de la parabole m {fig»^) et des droites, la diyision de 
oelles-ci en deux faisceaux concourants, et généralement tous lès faits signalés 
au nô 25 ne^paraissent pas avoir attiré son attention, non plus que les consé- 
<riMicM déduites dans la suite du n<> 26. 
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rapprocùée d'une travée sur taute la portion à droite de Am^iAm, 
G'esl-à-dire qu'elle sera ôtée des travées numéroiées 

m + 2^ w + 4» /w + G, m -h 8,..., jusqu'à n ou n — i, 

pour être mise sur les travées 

m-f-i, /n-f-3, m-H5, m-+-7,..., jusqu'à n — i ou n. 

La surcharge restant d'ailleurs la même à gauche de A«_,A«, 
on voit, en déilaitive, qu'il faut surcharger de deux en deux 
toutes les travées de la poutre, en ayant soin de laisser vide 
celte dont on s'occupe . 

4** De X = x"' à a: = ^'% toutes les droites 'du second fais- 
ceau (sommet C) déjà employées doivent être remplacées par 
les autres qui appartiennent au même faisceau et n'ont pas 
encore servi. La combinaison précédente de surcharge (3**) 
est donc changée en ce qu'il faut décharger les travées n*** 

m — I, m — 3, m — 5, m — 7,..., jusqu'à o ou i, 

pour surcharger les travées n®» 

m — 2, m — 4> '^ — ^> "^ — 8,..., jusqu'à I ou o. 

Cela revient en sommé à laisser vides la travée dont on s'oc^ 
cupe et sa voisine à gauche, et à charger les deux travées con-^ 
tiguês à ce vide, ainsi que toutes les autres, de deux en deux. 
Plus simplement, on peut remarquer que l'intervalle CF est 
dans une position tout à fait analogue à celle de l'intervalle 
Bï), qu'on a étudié plus haut (2*») : par application de la règle 
énoncée à cette occasion, nous dirons qu* il faut modifier la 
combinaison suivante de surcharge (5**), en déchargeant la 
travée dont on s'occupe, 

S^'Be x=z a?'^ à ^ = a = Am-i A™, la parabole m ayant coupé 
l'axe des abscisses redevient positive et doit être rétablie, en 
surplus de la combinaison précédente. On a ainsi la surcharge 
sur la m'*^« travée Aw-jA»,, et sur celles qui portent les n** 

m-hi, m-i-3, m-+-5,..., jusqu'à /t — i ou u, 

m — 2, m — 4> f^ — 6,..., jusqu'à épuisement de m. 
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Cest-à-dire que, comme en Am^i, il faut surcharger les deux 
travées attenantes à l'appui A«, et les autres de deux en deux. 
La figure suivante rend ces résultats sensibles aux yeux; les 
travées surchargées y sont marquées par un trait plus fort. 

Fig. 7. 



A^.A« 



3*> 



A«-.A. 

- I I I 



Am~~i Aj» 



-H 1 I- 



A«^.A» 



5- —^ 



■Am.^ Ajr 

On remarquera que les surcharges i*» et 4** d'une part, 2*» et $• 
d'autre part, forment des groupes complémentaires. Donc, 
lorsqu'il s'agira de déterminer la limite négative X" (qui ré- 
pond, comme on l'a déjà dit, aux combinaisons complémen- 
taires de celles qu'on vient d'étudier], la quatrième combinai- 
son ci-dessus remplacera la première depuis jc=o jusqu'à 
x = afy et le remplacement inverse aura lieu de :r = a:*' à 
a? = ;r*^ ; entre x-=-af ^\x-=- x"y il y aura de même substltu- 
. tion de la cinquième combinaison à la deuxième, et substitu- 
tion inverse entre x = x^^ et a: = a. Ënûn la troisième combi- 
naison sera remplacée par une autre dans laquelle on aurait 
encore surchargé toutes les travées de deux en deux, la tra- 
vée dont on s'occupe figurant parmi celles qui portent la sur- 
charge. 

De là résulte immédiatement le corollaire suivant : 

La courbe représentative de la limite X' dans le premier 
intervalle {de x=zo àx=ix') et celle de la limite X'' dans le 
quatrième {de x^x"^ àx = x^^} répondent à des surcharges 
identiques f elles sont donc des arcs d'une seule et même 
courbe f et ont même équation. On peut dans cet énoncé pet^ 
muter X' avec X''. 

La même relation existe entre la limite X' du second inter- 
valle {dexzznx' à x^=-x^') et la limite IL" du cinquième [de 
X ^= x^"^ à X ^=z a). I 
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Ainsi donc lés dix fonctions de x par lesquelles on pourrait 
exprimei* Jes deux limites X' et X'' dans les cinq intervalles 
que terminent les valeurs particulières o, ^', sf^ x'"y ^'% a de 
l'abscisse, sont loin d'être indépendantes les unes des autres. 
Le corollaire ci-dessus établit déjà entre elles quatre relations 
d'identité; mais ce n'est pas tout. On a vu (n** Sb) que la 

somme X'-h X" doit reproduire, sauf le facteur -^j le moment 

P 
X du à la charge permanente ; or, celui-ci est une fonction 
continue de Xy qui ne change pas de forme dans toute l'éten- 
due de la travée, comme le montre la formule (4) du n* 1, 

dans laquelle on doit faire (f{x)= px^a^^x)*. donc la 

somme X'^-f- X'' doit rester la mêine fonctioil de x dans les 
cinq intervalles. Cela semble faire cinq nouvelles relations, 
mais deux sont des conséquences des quatre premières, et dans 
les cinq dernières .figure une nouvelle inconnue X, de sorte 
qu'il y a finalement sept relations distinctes, et quatre fonctions 
à déterminer par des relations différentes. Quand on connaîtra 
ces quatre fonctions, on en déduira facilement les autres. 

Employons, pour rendre cela plus clair, la concision du 
langage algébrique. Soient 

p'U^). p'M^h p'M^l p'M^)^ p'M^h 

p'^x(x), p'^i[x), p'^,{x), p'^,{x), p'^,{x), 

les dix fonctions qui représentent respectivement X' et X'' 
dans les cinq intervalles, la première ligne étant pour X' et 
l'autre pour X''; nommons encore p'P (x) la fonction unique 
exprimant le moment X dans la ti;avée entière. Alors on aura : 



(2) 



/s(^)- 



[^^,{x) = ¥{x), 
h^,{x)^¥(x), 
\-^^,(x) = ¥{x), 



i\,,(x)=f,[x). 



m. 
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Yoieî aeuf relations : mai$ rélimiBatiofi fie F (ir) eMre la pre- 
mière et la quatrième» puis» entre la seconde et la ci]|qiiième> 
donne 

ce que Ton obtient aussi par l'addition membre à membre de 
la sixième avec la septième, et de la huitième avec la neu- 
vième. Il n'y a donc bien que sept relations distinctes qui font 
connaître Les onze fonctions quand on en a déjà calculé quatr^e. 
U y a plusieurs njianières, également bonnes suivant noqs, de 
choisir ces quatre fonctions inconnues : on pourrait prendre, 
par exemple, F, /, f^ avec vj;, ou f^ ; ou bien F, /„ /», f, ; ou 
encore F, f^y ij/j, /, etc. ; japus avons adopté, dans divers 
exempleij» qu'on verra par la suite, la combinaison F, /, ^ayfi, 
sans fivoirpo.ur justifier ce çl^^ix. aucune raison bien décisive* 
Unçfois cesqujatre fonctions déterminées^ on poserait, pour 
coinpléter la soliition, 

(3) { fi{x) = ^.(a:) = ¥{x)-f,{xh 

ce qui résulte Immédiatement des relations ( 2) : comme on le 
voit, k détermination des sept dernières inconnues n'exige 
plus que trois soustractions. 

Si l'on nomme généralement c et c' les quotients que don- 
nant les moments en Am-i et A« divisés par p', on voit de suite 
par application de la formule (4) du n** 1, citée il y a un instant, 
que les fonctions /et ^ ont toujours Tpne des formes 

c -4- {c' — c) rrOX-h-X^y 

^ 'a a 2 

c-f-(e' — c)-î 

la première s'appliquant au?c combinaisons de surcharge qui 
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comprennent A«^iA«„etrautrdà celles qui ne la comprennent 
pas. En se reportant aux indications données p)us haut sur 
les coo^binaîsons à prendre dans chacun des cinq intervalleSi 
on constate donc sans peine : i® que/a(j?), /«(jf), /(^J» 
^1(^)9 v|^i(ar) sont des fonctions linéaires; a''que/t{^), /i(x), 
4^3 (.^)9 ^5(^)9 ^<(^) se composent d'une partie linéaire k 

laquelle on ajoute le terme -+- - xK Donc la Courbe enveloppe 

(ou plutôt polygone mixtiligné) X', dans là travée A«_,A«, se 
compose de deux arcs de parabole, commençant ou finissant 
aux appuis Am-i et A», et de trois lignes droites, les intersec- 
tions mutuelles de ces lignes ayant lieu aux abscisses afy af, 
x^y x^^. De plus, dans le polygone X'*, les lignes composantes 
sont également au nombre de cinq et se coupent sur les 
mêmes abscisses; les paraboles du premier correspondent à 
des lignes droites dans le second, et inversement. Enfin les 
cinq arcs de parabole appartenant à l'un ou Tautre des deux 
polygones, rapportés à leur spmmet et à leur axe principal, 

«mraient toujours la même équation j^ = - p'^', ce qui montre 

qu'ils sont tous pris sur des paraboles égales ; comme ces pa- 
raboles ont une ordonnée rationnelle et du second degré en jt, 
leurs axes principaux sont parallèles à l'axe des ordonnées. 
Quant à F (a?), son expression contiendrait toujours le terme 

- jr'. La courbe représentative de X est donc une parabole, ne 

différant de celle qu'on vient de trouver que par le changement 
de p' en p. 

Après avoir déterminé les moments X, X', X^, il serait facile 
d'avoir, soit X-+-X' et X-hX'', soil la plus grande de ces deux 
sommei^, en valeur absolue, laquelle est ordinairement la seule 
utile on pratique, eomme on l'a dit au n*" 34, Noi|s n'avons à 
ajouter maintena^nt aucun détail à ee qui a été exposé alors en 
termes généraux, et nous ne voyons pas de route plus brève 
pQUr arriver au but. Le problème d^s courbes enveloppes est 
.en effet susceptible de se réduire ^ des termes très*précis^ très- 
catégoriques et très-simples, quand on étudie séparément, 
d'uine pfirt, les moments produits par la surcharge, et, d'autre 

' 7- 
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part, ceux qui sont dus à la charge permanente, suivant la mé- 
thode que nous venons de développer; si Ton veut, au con- 
traire, aborder de front et sans intermédiaire la recherche du 
plus grand moment, en valeur absolue, pour une section quel- 
conque, tout devient complication et confusion; les eus parti- 
culiers se multiplient et s'entre-croisent, pour ainsi dire, au 
point de former un dédale où il est bien difûcile de ne pas 
s'égarer. 

27. Même problème pour une travée de rive. — Supposons 
que la travée A«^iAm, au lieu d'être quelconque, soit une tra- 
vée extrême de la poutre, ce qui arrivera si Ton a m = i ou 
m = /i; prenons, pour fixer les idées, m = i. Alors la^g*. 6 
[PL A, à la fin du volume)^ va éprouver des simplifications 
notables; puisqu'il n'y a plus de travée à gauche de km-\9 les 
droites du second faisceau, ayant C pour sommet, seront suppri- 
mées; le moment étant toujours nul en Aj»-i ou A«, les autres 
droites, ainsi que la pçirabole m, passeront en ce point, où se 
confondront par conséquent les intersections B et D. Ainsi, la 
figure prendra l'aspect indiqué dans \^fig- 8, PL À, et les cinq 
intervalles considérés au n® 26 se réduisent à deux, A.F, Ai F. 
Nous continuerons à nommer x^'' la distance A«F; on sait 

(n** 20) qu'elle est la fraction i y de AoA., c'est-à-dire 

qu'on a 



•=«(-;')■ 



Cela posé, x désignant encore la distance d'un point quel- 
conque de la travée à l'appui A», on voit que : 

I** De x= o à x=ar*% il faut, pour avoir la limite positive X', 
ajouter les ordonnées des droites n*»» a, 4, 6, 8, lo, . . ., jusqu'à 
n ou n — I, c'est-à-dire que cette limite répond à la surcharge 
simultanée de toutes les travées de rang pair; 

2" J)e x==x^^2iX=z Ao A, = a, il faut prendre les ordonnées 
des mêmes droites, plus celles de la parabole i, c'est-à-dire 
qu'on doit surcharger les deux travées qui se rejoignent en kx, 
et toutes les autres de deux en deux^ 

En résumé, on constate qu'on peut suivre pour ces deux 
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intervalles la même règle que dans une travée quelconque^ en 
traitant le premier comme on traitai! précédemment le troi- 
sième ou le 4][uatrième (au choix), et le second comme on 
traitait le dernier. 

Voici la représentation graphique des surcharges qui donnent 
X' dans la première travée : comme dans la fig. 7, les travées 
surchargées sont indiquées par des traits plus forts. 



T.'' I^^l- 



A, 'A. 

Si Ton veut maintenant avoir Texpression analytique des 
moments X, X', X", et qu'on nomme (ainsi qu'au n° 26) : 

p F (x) le moment X dans toute l'étendue de la travée, 
p'fA^h P'fii^) la limite positive X' pour les intervalles 

O, FÂT, 

p' +8 {^), p' ^5 {00) les valeurs correspondantes de X"^, 
il n'y aura entre ces cinq fonctions inconnues que les relations 

/.(^) + +,(^) = F(^), 

qui permettront d'en calculer deux quand on connaîtra les 
trois autres. C'est une. fonction de moins à déterminer que 
dans le cas général. 

Par analogie avec ce qui a été fait précédemment (n*26), 
on peut rechercher d'abord, si Ton veut, les trois fonctions F, 
4'» ^> pu^s on en déduit 



(4) 



( UX)::^Y{X)-^,{X\ 

\ ^,{x)=^{x)-f,{xy 



Toutes ces fonctions sont encore, d'ailleurs, linéaires ou 

paraboliques, ces derrières ayant - x^ pour terme du second 

degré; mais il y a cette différence avec le cas général, qu'elles 
doivent toutes s'annuler pour ^ = o. 

2®. Observations au sujet des théorèmes précédents. — L'en- 
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semble deà propriétés établies dahs le présent paragraphe» et 
surtout aux rt** 26 et 27, nous paraît Traitkient digne d'être re- 
marqué. G*est un fait assez étonnant à priori, quand on n'en 
connaît pas encore la démonstration, que, quels que soient le 
nombre des travées d'une poutre et l'espacement relatif de ses 
appuis, le polygone mixtiligne représentatif des limites X', 
X^ soit toujours composé d'une manière identique, d'une part 
dans les travées extrêmes, d'autre part dans toutes les travées 
intermédiaires. Les paraboles et lignes droites s'y succèdent 
toujours dans un même ordre, en même nombre, dans des 
intervalles parfaitement définis, et sont toujours produites par 
des surcharges embrassant des travées qui portent les mêmes 
numéros (i*ordre. 

Nous n'avons pas l'intention de présenter ces propriétés 
comme une découverte entièrement nouvelle: quelques ingé- 
nieurs, guidés par les résultats d'applications numériques par* 
ticulières, ont pu en soupçonner quelques-unes; M. Piarron 
de Mondésir, ingénieur des Ponts et Chaussées, attaché à la 
Compagnie des chemins de fer russes, en a énoncé une partie 
et en a donné une démonstration toute différente de la nôtre, 
dans son savant et utile ouvrage sur le Calcul des ponts métaU 
tiques à poutres droites et continues {*). Mais M. de Mondésir 
n'a pas signalé le rôle important des quatre points D, B, C, F, 
ni indiqué bien nettement les surcharges qui fournissent 
les moments limites dans deux des intervalles terminés par 
ces points; de plus, tout en énonçant des théorèmes exacts, 
il a eu le tort d'en tirer des conséquences parfois contestables 
au point de vue de l'entière généralité. Par exemple il dit, 
page 26, que le maximum du moment de flexion sur un appui 
quelconque répond k la surcharge des deux travées contiguës 
à cet appui, et des autres travées de deux en deux. Or nous 
avons vu (n"* 26) que cette hypothèse donne bien le maximum 
positif, lequel, suivant le langage de l'Algèbre, est toujours 
pluà grand que le maximum négatif; ici nous sommes donc 
d'accord avec M. de Mondésir, moyennant l'interprétation con> 
venable des mots. Mais nous cessons de l'être quand il dit un 



(*) Par», 1860. 
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peu plus lohiy page 29, que ivmdnie cotnbiniisoil de surcharge 
donne, aux environs de Tappui dont iV s'agH^ lei» momeàts 
auxquels il faut avoir égard dans les calculs de stabilité, c'esst- 
à-dire ceux qui sont les plus girands en valeur absolue. Il peut 
arriver, en effet, que le maximuni négatif remporte, abstiac* 
tion faite du signe, sur le maximum positif; et si Ton tient i 
en avoir un exemple, nous citerons l'appui central d'mi pool 
à quatre travées symétriques, dans lequel les travées du mi- 
lieu auraient une longueur an phis égale aux 0,6 de celle des 
travées de rive. Sans doute c'est là une hypothèse qui ne se 
réalisera pas souvent; mais nous sommes en droit de l'opposer 
à un théorème donné sans restriction. La même objection, il 
peu près, pourrait être répétée pour la proposition énoncée 
par M. de Mondésir au sujet de la surcharge qui produit les 
plus grands moments vers le milieu d'une travée. 

Nous pensons donc avoir apporté à cette théorie un perfec- 
tionnement notable, en la complétant et la mettant sous une 
forme rigoureuse, d'une généralité absolue. Cela ne nous em- 
pêche pas de reconnaître le mérite des propositions que nous 
venons de critiquer; car, si elles ne sont pas toujours vraies, 
du moins elles le sont ordinairement et avec les circonstances 
habituelles de la pratique, ce qui est déjà beaucoup. Peut-être 
même leur vérité constatée dans un certain nombre d'exemples 
a-t-elle été la cause d'une induction téméraire où leur auteur 
se sera laissé entraîner, car on est naturellement porté à se 
mçntrer trop facile sur la démonstration d'un résultat qu'on a 
maintes fois reconnu exact, 

29. Exemple numérique de la détermination des courbes 
enveloppesi — La théorie développée dans le présent § lY est 
assez délicate et mérite d'être éclaircie par un exemple; cela 
aura d'ailleurs l'avantage de montrer quel est, à notre avis, 
l'ordre le plus convenable du calcul. 

Soit donnée une poutre à cinq travées, dont les ouvertures 
sont prises tout à fait au hasard, savoir : 

Première travée A»A„ allant de l'appui extrême A, à l'appui 
Ai, d'une longueur d, = 40*** ; 

Deuxième travée A, A„ d'une longueur «» = So"" ; 
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Troisième travée A, A3, d'une longueur ^r8 = 8o"; 
Quatrième travée A3 A4, d'une longueur «4 = 64°^; 
Cinquième travée A4 A5, d'une longueur a» == So"*. 
Les poids, par mètre courant, de charge permanente et dé 
surcharge, désignés respectivement par p et p', resteront in- 
déterminés et seront conservés comme facteurs littéraux dans 
les résultats. 

Il faut, avant de procéder au calcul des moments fléchissants 
limites dans une section quelconque, s'occuper d'abord des 
séries numériques étudiées au n9 Ô. On pose à cet effet lés 
groupes d'équations (i) et (a), en mettant pour ai, ai, as, a*, a& 
les valeurs ci-dessus, et l'on a 

2 w, (4o -h 5o) -f- Mj . 5o = o, 
«, . 5o 4- 2 «2 {5o + 80) 4- «3 • 80 = o, 
^ W2.80-1- 2^3(80 4-64) -f- «4 -64 = 0, 
«3 . 64 4- 2 W4 (64 4- 5o ) 4- M& . 5o == G ; 
2 ('i (5o 4- 64) 4- ^1.64 = o, 
(/, .644- 2 Va (64 4- 80) 4- <'8.8o = o, , 
^ i'3.8o4-2(^3(8o4-5o)-H<^4.5o = o, 
(^3.5oH-2(/4(5o4-4o)"^ (^5.40== o. 
Quand on fait w,= 1^, = i, on tire facilement des. équations (5) : 
Mi=i, «2= — 3,6, M3=i 1,075, «4== — 4^*^375, ^5=192,563; 
des équations (6) : 

(/,==!, (/3= — 3,5625, ^^3=1 2,025, Vi= — 56,83, (^5=240,70355. 
Par suite, on peut former les séries 

po=o, yo = o, ■ 

(3. = — ^ = 0,277778, y, = — ^'=0,280702, 
Pi = ■* = o,325o56, ya = ^ = 0,296258, 



p3 = —~ = 0,244279, y3 = — - = 0,211596, 



<'4 
«4 oZ?// ^* 



(34 = '■= 0,235442, 74 = - = 0,236099, . 

en bornant l'approximalion à la sixième décimale. 
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Cela fait, nous rechercherons les moments de flexion qui se 
produisent aux <[uatre points d'appui intermédiaires» par la 
surcharge successive des cinq travées, chacune d'elles étant sur- 
chargée seule; ces moments une fois connus, nous pourrions 
en conclure ceux qui ont lieu en une section quelconque* 
sous les mêmes surcharges, et la question serait ainsi amenée 
au point que suppose l'explication générale par laquelle com- 
mence le n^26. Afin de désigner commodément l'appui auquel 
se rapporte un moment et la surcharge correspondante, nous 
emploierons la notation X* , c'est-à-dire la lettre X avec deux 
indices; celui du bas fera connaître le rang de l'appui, et celui 
du haut (qu'on se gardera de confondre avec un exposant) 
fera connaître la travée surchargée^ Ainsi donc X» voudra dire : 
moment sur l'appui km quand on surcharge la k*^^ travée 
Ai^iAi. Pour désigner le mpment au même point» sous les 
surcharges réunies des travées portant les n«« A*, A^, A*",..., 
nous écrirons 

A-rn , 

et le théorème sur la superposition des effets des forces (n*» 5) 
nous apprend qu'on a l'égalité 

(7) x**'*'-=xî.+xi:;-4-xr-+-.... 

Les moments XÎ» se calculeront par les formules (i ), (2) et (3) 
du n*» 18, combinées avec les formules (16) et (17) du n*» 10; 
on rencontrera ainsi les calculs suivants : 

I** La surcharge est sur la première travée AoAi. —^ On fera 

a==4o'», (3=^0=0, 7 = 74 = 0,286099, 

et si l'on prend loop' pour unité des moments, on aur^, par 
la formule (3) du n° 18, 

X; = 4y = o,944396; 

puis la formule (17 ) du n* 10 donnera 

Xi^-yaX; =-0,049968, 

^J = ysyaX; =— yaXi= 0,014800, 

X;=-y3y,y.X;=-y.Xl = -o,oo4i54/ 
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!#> £l> gufûhùl^^ éH smr la seoQndè ît^ée k^k%. — On doit 
S0pi^6i^ ûmÉ les formiri^s ( i ) et ( si ) du ii« 18 

a = 5o"», (3 = (3, = 0,277778, 7 = 78=0,211596; 

ri»mlé pouf les moments restant toujours ioo/>\ on trouve 
alors 

4 ï — 0,277778.0,211596 

4 I — 0,277770.0,211590 ' 

De ce démiOT moment On déduit^ par la formule (17) du 

n* 10, 

Xî = — yaX;=— 0,299862, 

Xî = y,y4Xî = — y,X; = o,o84o3i. 

3^ La surcharge est sur la troisième tracée As As« -^ On em* 

ploiera le» mêmes formules (i) et (2), en y faisant 

a = 8o", (3 = Pa=o,325o56, y = y,= 0,296258, 
ce qui donnera (sauf le facteur 100 p') 

0,325o56(l 0,296258) - /o r^ 

^'= '^ .-o.3^5o56.o,.^.58 =4.048956. 
V» — .g 0.296258 (i— o.3a5o56) , -,,o 
^' = '^ .-o,325o56.o,296a58 =3.5438i9. 

Par suite, les formules (16) et (17 ) du n<> 10 conduisent à 

Xî=-.p.XJ=- 1,^24710, 
Xî==— y, X;=— 0,994757. 

4* La surcharge est sur la quatrième travée A, A4. — On a ici 
a=r64'^, (ï=Pi=o,244a79, 7 = y, = 0,280702; 
donc, par les mêmes formules, nous trouverons 
„. ,o,244279(f — 0,280702) - 

Xî= 10,24 ^ ^^; ^—^ — i = 1,981722, 

I — 0,244279.0,280702 / ' ' 

XJ = ,o,.4 ^^^^^2^^/^=^^#^^ = 2,33.,5o, 
1—0,244379*0,280702 / 

X}= — j3,X5 23=^ 0,627918, 

Xî = p,(3,Xî=-(S,Xî = o,i74422. 
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S"* La surcharge est sur ta cinquième travée^ — On a 

* a'^&o^y (3 = (84 =0,235442, y = y«=o. 

Le nombre (34 est eelui qui remplace y dans la formule (3) du 
n** 18, quand on regarde la dernière travée comme la preniière ; 
donc 

La formule (i6) du n*» tO donne ensuite 

X; = -(33X; = -o,35946o, 
X5=(33p,X; = — (3,XJ=: 0,1 16845, 

. Xî = — (3s(3,(3.X; = — p.X*= — 0,032457. 

Nous rappelons encore une fois que tous les moments dont 
on vient d'obtenir les valeurs numériques^ sont évalués en pre- 
nant loop' pour unité de moment. Ainsi, par exemple, le 
moment XJ serait en réalité 1 1,6845/>'. 

Pour compléter les renseignements qu'on a supposés préa- 
lablement acquis en commençant le n"" 26, on n'a plus qu'à 
chercher, dans les trois travées intermédiaires, les points ana- 
logues à D, B, C, F(^g-. 6, PL Jf à la fin du volume)^ et dans 
les deux travées extrêmes les points analogues à F {fig.S). Dans 
chaque travée, nous compterons toujours les abscisses en par- 
lant de celle des deux extrémités de cette travée où est l'appui 
numéroté par l'indice le moiniâ élevé. Nous trouverons alors, 
suivant les formules mentionnées aux n*** 26 et 27, et en fai- 
sant usage des valeurs de a, (3, y déjà employées ci-dessus 
pour le calcul des moments X* : 

Première travée. — Abscisse du point F (fig. 8) : 

x'''=a (i — ~yj = 40.0,88195 =:35«, 28; 

Deuxième travée. — Abscisses des points (fig. 6) 

P x'=: — {i ,o35ii — v^o, 6048788) = 6^43, 
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u » ^^ 50.0,277778. „ o 

C ^=a ^ = 5o- ^°-"'"Vy =4«".^7> 

1-Hy 1,211596 ^. ' 



F :r'^= —(i,o35i 1-4-^0,6048733) =45», 32; 

Troisième tniifée. — Abscisses des points 

D ar'= — (1,01593 — v/o,526o342) = ii«, 63, . 

B ,,_ 8o.o,325o56 _ g 
" ^ i,325o56 -'9 '^"^^ 

C ^^=80-8^122^^=61». 7^, 

F x'^= ~ (i ,01593 -+- v'o, 5260342) = 69»,65; 

Quatrième travée. — Abscisses des points 

D x'= ^ (0,98045 — V^o,5839885) == 6»,92, 

864.0,244279 „ ^ 

1,244279 '' 

C ^-=64-.^i:.2#2^ = 49-,97, 

^ 1 ,280702 ^^ ^' 

F x'v= ^ (0,98045 + ^0,5839885) = 55-, 83 ; 

Cinquième travée. — Abscisse du point F {Jîg. 8) : 
:r'=- «(3 = 25.0,235442 = 5'",89. 



Maintenant, au lieu de chercher les équations des diverses 
lignes droites et paraboles tracées dans les^g-. 6 et 8, équa- 
tions qui serviraient ensuite à trouver celles- des contours 
enveloppes, nous allons calculer directement certains nombres 
qui doivent entrer dans ces dernières équations, comme on le 
verra tout à l'heure. Ces nombres sont : 
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i^ Les moments de flexion qui se produisent sur tous les 
appuis, quand on surcharge : 

Les travées de rang impair, 

Les travées de rang pair, 

La poutre entière; 

2° Les moments de flexion qui se produisent sur chaque 
appui Am et ses deux voisins, quand on surcharge les deux tra- 
vées adjacentes à A„, et les autres travées de deux en deux. 

Tous les moments dont il s'agit ici rentrent évidemment dans 
Texpression générale X^ *"; Téqualion (7) permet donc de 
les calculer par de simples additions, puisqu'on a déjà tous • 
les moments XL Si, par exemple, on veut Xi** et XJ* , on . 
écrira 

XJ»*==Xi-+-X;4-X* = o,oi48oo + 3, 543819 — 0,359460 
= 3,199159, 

XJ-* = X3 4- XJ = -^ 0,299262 -f- 1,93 1722 =j,63236o, 

nombres qu'on devrait toujours, bien entendu, multiplier par 
ïoop'. On en déduirait 

X;^*^ * = 3,199159 4-1, 63236o= 4, 83i5i9, 
XJ* •*= 1 ,63236o — o ,359460 = 1 ,272900. 

Par des moyens tout à fait analogues, on forme le tableau ci- 
dessous, que nous transcrivons sans donner d'autres exemples; 
les moments y sont exprimés par leurs rapports à 100 p\ 

x;-^*=:— 0,212771, Xî^ = 1,628654, x;-^-^**=i,4i5883, 

X;-^* = 2,573o5o, XJ^* = o,297o65, 

X; ** = 4,ii5843, X5* =0,386847, Xi'**-** = 4,502690, 
X;^^ = 0,336889, Xr^ *=:5,i8o566, X;^* = 3,371080, 

X;' » • = 3,199159, XÎ-*= i,63236o, X;-^ »^ * = 4,83i5i9, 
X?^* = 2,884997» X;-* = 5,490341, XÎ-^*= 1,272900, 

x;^/=o,4726o2, Xî* = 2,416181, x;='-^^*= 2,888783, 
x;-** = 1,333239, xî**= 3,887694, 
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Il m re^Q pour «in^i dire p}ii6 q^'à écrii^, s^p^ nguv^au 
calcul, les équations des diverses ligms eiwposwt {es coupb^ 
enveloppes des moments, ou, P6 qui revient au méfne» les 
valeurs, dans chaque travée, des foqetions ^é^ignées m général 
par les lettres F, /, ^ (n<** 36 et 27). Il sufQrïl ppur cela fl>p- 
pliquer {a formuld déjfi bien souvent citée 

en mettant à chaque fois au lieu dç a la longueur de la travée 
dont on s'occupe; au lieu de p le poids par mètre courant 
(qui sera, suivant les circonstances, p pour la charge perma- 
nente, p' pour la surcharge, o pour le cas où la travée serait 
supposée vide); au lieu de X«.^i et X. les moments sur les 
appuis de la travée, répoodapt» soit à la charge peemanente, 
soit à une certaine combi^aispp ]^\en définie de surcharge, et 
connus au moyen du tableau précédent. C'est ce que nous 
allons faire. 

La troisième colonne du tableau coi^tient les moments sur 
les appuis, sous l'action d'une surcharge uniforme couvrai)| 1^ 
longueur entière de la poutre, ou plutôt leurs rapports au fac- 
teur loop'. S*\\ s'agit de la charge permanente, il faudra évi- 
demment multiplier les ra^mes rapports par loop, ou simple- 
ment par le nombre loo, quand on voudra calculer F (or) et 
non X. Ayant égard, en outre, à ce que les moments sont tou- 
jours nuls aux extrémités Ao et A* de la poutre, on trouvera, 
par la formule qu'on vient de rappeler : 

Première travée. 

o,oi F (4ir) = 1 ,4i5883 -. o,oo5ar (4o — x) 

40 

= f — 0,1646007 -f-o,oo5;r^ 
Deuxième travée. 

o>oiF(^) =i,4i5883 -H (4,502690— i,4i5883) ~- 

— o,oo5^(5o — ^) = i,4i588— 0,18826^-4-0,005^». 
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Troisième travée, 
0,0 1 F (^) = 4,502690-1- (4,83 1 519 — 4^502690) g- 

— OyOo5â7(8o — ^) = 4,50269 — 0,39589 j?-|-o,oo5^*. 
Quatrième travée^ 
o,oiF(ar) = 4,83i5i9-4- (2,888783 — 4,831519)^ 

— o,oo5:r(64 — a:) = 4,83 162 — o,35o36a7-Ho,oo5a7'. 
Cinquième travée. 

0,01 F (a:) = 2,888783 — 2,888783 .^ — o,oo5 a: (5o — :r) 
= 2,88878 — 0,36778^7 -+■ 0,005^?*. 

Connaissant la fonction F, on n'a plus à déterminer que deux 
fonctions /ou ^ dans chaque travée de rive (n"* 27), et trois 
dans chaque travée intermédiaire (n^ 26 ) ; les autres s'en dé- 
duisent immédiatement. Voici le calcul de ces fonctions : 

Dans la première travée, de ar =: o à a: = :r"^= 35", 28, on 
sait que la limite négative X^ répond à la surcharge des travées 
n~ I, 3 et 5 (nous dirons simplement : surcharge i.3.5); il 
faut donc appliquer la même formule, en prenant X|-** 4an8 
la première colonne d]a tableau, et Ton trouve : 

7 =3:0,01 ij^8(x) = — 0,212771 7 o,oo5j7(4o — x) 

= — o ,2o532 j? -h o ,oo5ar». 

De 0? x= :»*^Œ 35^, 28 à a?Œ a =c 4o"> il f«ot prendre la sur- 
charge 1 .2.4 ( première colonne du tableau), pour ayoif la limite 
positive X' ; donc 

X^ X 

Y2JP = 0,01/4^) = 2,573o5o 7^ — o,oo5a7(4o — or) 

=-T- p , 1 3565 a? ^- o ,oo5a;^ 
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De là on déduil : 
Depuis x=:o jusqu'à x = x'^r=: 35", ^8, 

o,oi/,(^)=o,oi[F(^) — i^,(x)] 

= — o,i646oj:-f-o',oo5a;'-j-o,ao532ar — o,oo5jr* 
= 0,04072a?; 

Depuis ^ = a:'^ = 35", 28 jusqu'à x = a = 4o", 

o,on]^5(^) = o,oi [T{x)—f,{x)] 

= — o,i646oar-Ho,oo5^*-j-o, 13567X — OjOoSj:* 
= — o,o2893x. 

Dans la seconde travée, entre a; = o et x = j;'= 6",43, c'est 
encore la surcharge 1.2.4 qui donne X'; on a donc 

X' 



loop' 

=2, 573o5o-4-(o, 33688g — 2,573o5o)^ o,oo5^(5o — x) 

= 2,57305 — 0,29472a: 4- 0,005^?*. 

Un peu plus loin, entre ar = ar" = io"»,87 et a? = j:'"=4i",27, 
la limite X'' sera produite par la surcharge 2.4 (deuxième 
colonne du tableau); et par suite, 

X" 



ÏOO^ 

= i,628654 + (o,386847— 1,628654)^- o,oo5ar(5o— a:) 

= 1 ,62865 —• o , 27484a? -h o , oo5a:^ 

Dans le voisinage de l'appui A,, vers la fin de la même travée, 
entre a: = a?'^=45",32 et a7=a = 5o"», on obtiendra X' en 
prenant la surcharge 2» 3. 5 (deuxième colonne du tableau); 
nous posons en conséquence 

X' 

--,=o,oi/5(ar) 



X 

o,297o65h-(5,i8o566 — 0,297065)^ — o,oo5a:(5o — x) 



= 0,29706 — o,i5233a7-f-o,oo5a;^ 
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Retranchant ces trais premiers résultats de «yOiFf^), neui» 
aurons respectivement dans les mêmes intervalles : 

Depuis xz=o Jusqu'à ^ =s= ^' = 6*", 4^» 

o,oi i};^(^) = — 1,15717 4-o,ip646j?; 

Depuis a:=a?"== 10^,87 jusqu'à a: = x'" = 4i",27, 
q,oi/;(^)s3s-— <>,2i377-4-o,o8658x; 

Depuis x = 07'^ = 45"'> 3î? jusqu'à ^ se? a =s 5o"», 
0,01 «];6(a:)== 1^11881 — 0,03598;^. 

Ënfîn» les fonctions f et ^ portant les indices î;^ et 4 sont 
identiques à des fonctions déjà connues; on a, en effet (n*» 26) : 

Depuis ^ = :r' = 6'",43 jusqu'à a: = x^^= 10", 87, 

0,01/2(0:) = o,Q;ï4'&(^)==i»iï88i»—o,o359S^, 
0,01 iJ^aW = 0,01/(0:);=;;: 0,29706—^0, i5a33ii;-|-o,oo5 a:'; 

Depuis X = :r'"ç=3 4^"*» *7 jusqu'à jp r= jp»^ 5= 45**, 32, 

o,oi/4(a?)=o,oi 4'r(4c)=5 — 1,16717 -+-o,io646x, 
0,01 4*4 (^) = o ,01/ (^) = 2 ,57305 — o , 29472X -4- o ,oo5jp% 

ce qui complète la détermination de toutes les fonctions F, 
/, ^ pour la seconde travée. 

Il serait afans ^ute inutile de répéter les mêmes détails pour 
les travées suivantes : nous nous bornerons donc à indiquer 
les résultats. 

Troisième travée. 

Depuis rr = Jusqu'à X'=^ 3c^^:=. i i^'jGS, 

o,oi/(^);=c: 5, 18067 -^0,40869^7 -+• d,oo5^', 
o,Qi i|^,(;r)sç=T^o,67788-Ho,o328oar5 

Depuis ^ = ^'=n",63 jusqu'à 4? = ^'=19'', 63^ 

o,oi/»(4c) = i,i3iÇi — o,o;î338;r, 
0,01 4^,(j7)=: 3, 37Ï08 — 0,37351 j: 4-0, oo5:^'; 
III. 8 
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Depuis X = ;r^= i9™,63 jusqu'à a: == :r*= 6i*, 72, 

OfOi/i(ar)=o,38685-ho, 01557a:, 

0,01 ij^,(j:) = 4,1 1584 — o,4ii46^ + o,oo5jr'; 

Depuis X = 0;*'= 61", 72 jusqu'à x = x^''=^ 69"*,65, 

0,01/4(4:)= — 0,677884-0,0328007, 

o f o I '4^4 (^) = 5, 1 8057 — o,42869:r -h o , oo5a?* ; 

Depuis X = x'''= 69"*,65 jusqu'à x=ia= 80", 

o,oiy»(ar) = 3,37 108 — 0,37351 a: -ho,oo5J?^• 
o,onJ'»(^)=I»I3I6I — o,o2238â;« 

Quatrième travée. 
Depuis jc = o jusqu'à x = x'= 6",92, 

0,01/1(0:) = 5,49034 — 0,384950: + o,oo5o:% 
0,0 ivpi (or) = — 0,65882 H- 0,034590: ; 

Depuis o: = o/ = 6", 92 jusqu'à 07 = or" =12"*, 57, 

0,01/(0:) = 3,55862 — 0,071220:, 
o,oiij^,(o:)= 1,27290 — 0,279140: -h o,oo5o:*j 

Depuis o: = o:''= 12", 57 jusqu'à or = 0:'*' = 49"*, 97» 

0,01/3(0:) = 3, 19916 — 0,04261 or, 

0,01 i^i(x)= 1,63236 — o,3o775o:-ho,oo5o:^; 

Depuis x=x"'= 49">97 jusqu'à x = 0:»»= 55", 83, 

0,01/4(0;)= — 0,65882 + 0,034590:, 

0,01 ^1^4(0:) = 5,49034 — 0,3849507 + o,oo5o7'; 

Depuis X = 0:»^= 55", 83 jusqu'à x = a=: 64", 

0,01/(0:) = 1 ,27290 — 0,279140: -H o,oo5o:% 
o,oi4»j(o:) = 3,55862 — 0,0712207. 
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Cîtiquième travée. 

Depuis J7= o j usqu*à ^ == a:' = 5", 89, 

o,oi/,{x)= 3,88769 — 0,32775a: H- to,oo5x% 
0,01 ^^.(i?) =i=— 0,99891 + 0,01997^; 

Depuis X = ^'=3 5™, 89 jusqu'à j; = a = 5o'", 

o,oi/3(^) = i,4ï6i8 — o,o4833a:, 
0,01 ij;3(j7) = 0,47260 — 0,25945a: H- o,oo5x*. 

On se rappelle que les fonctions / et 4* multipliées par p ' 
donnent X' et X''; de même X est égal à pll{,x) : ainsi, les 
moments limites X', X"^ sont, ainsi que X^ maintenant connus 
dans toute rétendue de la pièce. ^ 

Mais en pratique ce n'est pas précisément de ces quantité» 
X, X', X" qu'on a besoin; c'est des sommes X 4- X', X 4- X'% 
ou seulement de la plus grande des deux, en valeur absolue, 
dans le cas particulier d'une section symétrique. S'il fallait 
avoir les deux sommes, elles seraient maintenant bien aisées 
à calculer : nous supposerons donc qu'on veuille immédiate- 
ment choisir la plus grande, pour une section quelconque. 

Afin d'atteindre ôe but, on a dit au n"* 24* qu'il fallait ajouter 
la valeur absolue de X avec celle des deux quantités X' et X" 
qui a le même signe que X. Le signe de X' est toujours -h, * 
celui de X" toujours — , comme il est aisé de s'en assurer, 
et comme on le sait d'avance (n** 24) : il faut donc chercher le 
signe de X ou de F (a:), ce qui exige qu'on détermine les 
points où F(a7) s'annule. Cela ne présente pas de difficulté, 
puisque F(a:) est partout exprimée par un trinôme algébrique 
et rationnel du second degré : on trouve, en posant, pour 
chaque travée, l'équation 

F(a;) = o, 

qu'elle est satisfaite par deux valeurs ^„ x,, de x^ dont voici 
le tableau : 

Première travée .,..•.. a>, = o, ^2= 32", 92 ; 

Deuxième travée. . . . . Xx-=^ 10'", 39, ^2= 27", 27; 

8. 
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Troisième travée a7,= i3",77, ar,= 65*",4ïî 

Quatrième travée ^1=18", 87, a:î=5i",2ô; 

Cinquième travée ;r,=: 1 1",56, x^=z 5o". 

En examinant les cinq expressions de F(^)y on yoit qu'elles 
représentent toutes une parabole de même paramètre, ayant 
sa concavité tournée vers les ordonnées positives : donc F(a:) 
est négative dans Tintervalle (ou plutôt dans les cinq inter- 
valles) compris entre x-=.Xx et 0; = ^,; elle est positive par-, 
tout ailleurs. Ainsi donc, dans chaque travée, il faudra 
prendre : 

X 4- X' depuis ^ = o jusqu'à ^ = a:,, et depuis ^ = :r, jus- 
qu'à 4r=:«; 

X H- X'', ou mieux — X — X'' (pour écrire la valeur abso- 
lue), entre a: = jr, et a; = /Fj. 

Il est bien entendu d'ailleurs que dans l'un quelconque de 
ees intervalles, on aura égard au changement de forme de la 
fonction/ou ^y qui, multipliée par p\ donne X' ou X". 

Nommons X" la plus grande valeur absolue qu'il s'agit de 
déterminer. En opérant <5omme il vient d'être dit, on trou- 
vera : 

Première travée. 

Depuis ^ = :r, = o jusqu'à x =: ^,= 32% 92, 

X*' = (16,460/7 + 2o,532/>')^ (/> + />')^*; 

Depuis X = ar,= 32"^, 92 jusqu'à x = ;r'^= 35", 28, 
X"' = (— i6,46op-h4,o92p');r+- j>ir*; 

Depuis x = ;r'^= 35", 28 jusqu'à ^ r^ a = ^k:^^ 

X'^ =- (16,460 j[> + 1 3,567;?' )^ + i (p -f.^'):p». 

Deuxième travée. 
Depuis ^=±0 jusqu'à ^ = a;'=r6*,43, 
X"' = i4i ,588p 4- 257,3o5y 

— (i8,826j[> -f- 29,472/?')^ + ^ (je? -hp' )a:%- 
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Depuis X = afdtsi 6", 43 jusqu'à ^p =ac ip, = lo", Sg, 
X*«'==i4i,588p4-ni>88ip' 

Depuis X = a?ia= io",39 jusqu'à j; = a?''^: io»,87, 
X'^rir— i4i,588/>--29,7o6p' 

-H( ii8,826/> 4- i5,233p;)ir — - (/> -h/>' )a;^ ; 

Depuis X x= rr''=io",87 jusqu'à a; =t Jt«ï= a7",a7, 
X'" = - i4i,588p -- i62,865p' 

-h(i8,826/?^27,484p')a:-^(p >/?'):«?'; 

Depuis ^c=4:,== 27", 27 jusqu'à xz=i ar'"=4i%3t7> 
X*' = i4i,588/>-^2«,277^' 

-- ( 18,826/? — 8^58p'J;p 4- -/?^»; 

Depuis X = jf'^= 4ï"#27 jusqu'à ^ c= j?"= 45", 32, 

X"^ = i4i,588/i — 115,717/1' 

— (18, 826/^^—10, 646/?')ic H- -pj?*; 

Depuis X = «'*= 45", 32 jusqu'à .a: = a = 5o", 

X«' = i4i,588/> 4- 29,706/»' 

— (18,826/?+ iB,zlip')x-^^(p'\'p')xK 

Ttomème travé^^ 
Depuis j: = jusqu'à d? î= ii:'=a= n"*,63, % 

X"' = 450,269^ 4- 5i8,o57/»' 

— {39,S89P -^ 4*.869/>') j: 4- ^ (/> 4- p')x« ; 
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Pepuis a: = a?'==ii"*,63 jusqu'à a:5=:r, = i3",77, 

X*' = 450,269/? H- 1 13, i6i p' 

— ( 39 ,589p -h a,238p> -h ^/>:«^M 

Depuis ^^?^a:,== 13", 77 jusqu'à :r=?:^''=i9",63, 

X'''=— 450,269/?— 337,to8p^ 

-^ (39,589/? + 37,351 /?')^ - 5 (P -H /^>^ 

Depuis x = x"= 19*, 63 jusqu'à a; = :r'"=6i?', 72, 
X'" = — 450,269/1 — 4i 1 ,584/?' 

+(39,589/? + 4i,i46pO^—:^(/^-^/^>" 

Depuis :r = A:'*=6î"», 72 jusqu'à a: = jf,=t65»,4i, 

X*' =— 450,269/? — 5i8,o57/?' 

+ (39,589/? + 42,869/?')^-i(p-4-/^')^M 

Depuis a; = 07,= 65", 41 jusqu'à or = J7*^= 69™,^5, 

X'"= 450,269/? — 67,788/? ', 

— (39,589/? — 3,28o/?'):r + J/?a7'; 

Depuis X = ^'^= 69'",65 jusqu'à x = a = 80", 
X"' = 45o,269/?-h 337,io8p' 

— (39,569/? -h 37,351 p')^ + ^(/^ -4- />')^'. 

Quatrième traitée. 

• Depuis :c = o jusqu'à ^ = ^'=6*, 9^> 
X'^ = 483,i52/? -h 549,o34p' 

^ (35,036/? 4- 3S,495p').«+^(P -*-/>')^'; 
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Depuis ir=^'= 6", 92 Jusqu'à ^r = ^*=i2",57, 
X'" = 483, i52p -h 355,862/1' 

— (35,o36/?-i- 7,122^')^-!- -px^; 

Depuis X = x^=^ 12", 57 jusqu'à x = ;r,= i8",87, 

X'" = 483,152/? -h 3i9,9i6p' 

— (35,o36/> 4- 4>26i/>')a:-t--/?a:'; 

Depuis ^ = j:,=i8%87 jusqu'à ^ = 57*= 49", 97, 

X'^ =— 483, 1 52/? — i63,236p' 

-i-(35,o36/?-H3o,775/>')^ {P'^p')x^; 

Depuis :c=:^'^=49'°,97 jusqu'à x = Xi^=Si"^,2o, 
\"' =— 483,1 52/> — 549,o34p' 

+ (35,o36/> H- 38,495p')^ — - (/^ -^-p')^'; 

2 

Depuis a: = J7,= 5i ™, 20 jusqu'à x = x^^= 55", 83, 

X'^ = 483,i5ap— 65,882p' 

— ( 35,o36/? — 3,459/?')^ -h - p^* ; 

Depuis X = ^'^= 55°*,83 jusqu'à x=.a = 64"*, 

X'" = 483, i52/? -h 1 27,290/?' 

— (35,o36/? -h 27,914/?')^: -i--(/? -i- /?'J:r». 

Cinquième travée. 

Depuis x==o jusqu'à :F = a;' = 5^,89, 

X'^= 288,878/? H- 388,769/?; 

— (30,778/? 4- 32,775/?'):r-f-i(/? + /?')^*; 
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Depuis ^=5=ar' = 5"*,8g Jusqu'à a?=±ji;i=2:;|i",56, 
X"' = 288,878/? 4- 24ï,6i8p' 

— (3o,778/> + 4,833/?')a:-+'^/^'î 

Depuis a;b;a;,=;ii",56 jusqu'à x=:a = 5o«», 
X'''=— 288,878/?— 47,260;?' 

-h (30,778/?.-+- 25,945/?')^ (/? H-/?')^'. 

Si tous ces calculs devaient réellement servir à une applica- 
tion pratiqua» il y auï*ail encore lieu de rechercher les valeurs 
extrêmes de chacune de ces fonctions X'^, pour les deux li- 
mites de J7 entre lesquelles elle représente le plus grand mo- 
ment; dansTintervalle de ces limites^ il faudrait voir également 
si la fonction ne passe pas par un maximum. C'est une discus- 
sion qui ne saurait offrir la moindre difficulté, puisqu'il s'agit 
seulement de fonctions algébriques rationnelles et entières du 
second degré. Nous nous bornerons à chercher les maxima 
par lesquels passe X"'. 

D'abord, efi faisant 47 = o dans la première*expression de X*', 
pour les deuxième, troisième, quatrième et cinquième tra-? 
vées, on a les valeurs de X*^ sur les appuis, savoir : 

En A X'^=i4i,588/?+-257,3o5/?S 

En A, X'"=45o,269p-+-5i8,a57/?', 

En A3 X'"= 483, i52/? -h 549,034/?', 

En A4 X'^= 288,878/? -h 388,769/?'. 

Ce sont là quatre maxima; car, si Ton examine les diverses 
expressions de X'*' applicables aux environs des quatre appuis 
intermédiaires, on voit qu'elles représentent toutes des para- 
boles dont la concavité est tournée vers le haut et dont le 
sommet ne sort pas de là travée correspondante; cela prouve 
bien que la courbe commence par descendre, à partir du point 
situé sur chacun de ces appuis. Mais ces maxima ne sont pas 
les seuls; il y en a d'autres vers le milieu des travées, et nous 
allons les indiquer en admettant qu'on ait successivement 

/)'=:o, /? = o. 
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Si p' est niily les mtxima répondent, dans les cinq travées, 
à :r = -fj;,-|-j;3), abscîsse dont la substitution donne les ré- 
sultats que voici : 



Première traitée 

Deuxième traitée, . • 
Troisième travée, . . 
Quatrième travée. . . 
Cinquième travée. . 



^(a?.H-a:,)=i6»,46, X'^iSS^ee/^; 

-(47»4-a;,)= i8°*,83, X^=s 35,62i/?; 

^(J?i-l-:r,)==39",59, X'"==333,377/>; 

- {x. H- a:,) = 35"»,o4, X'"== 1 3o,6o9/> ; 

- (:r,-|- :r,) = 3o",78, X"'^ 184,765/?. 



Dans le second cas, où p* existe seul, X*' est exprimé, tantôt 
par des fonctions linéaires, tantôt par des fonctions paraboli- 
ques. Les dernières peuvent seules avoir des maxima dans 
l'intervalle des travées; quant aux valeurs extrêmes sur les 
appuis, 11 est inutile de les considérer, car elles seraient né- 
cessairement inférieures à celles qu'on a déjà calculées. Parmi 
les maxima répondant à des sommets de paraboles, il y en a 
aussi un certain nombre à rejeter, parce que les sommets tom- 
bent hors des intervalles dans lesquels les paraboles corres- 
pondantes peuvent exprimer X"'; en sorte que finalement il ne 
reste que ceux dont voici le tableau : 

Première trapée abscisse ao*,53, X*'= 210,782^9'; 

Deuxième travée^ ...» labscisse 27"»,48, X*'^ 2i4,793/>'; 

Troisième travée abscisse ^i^y i5, X*'= 434,913/1'; 

Quatrième travée ,.. . abscisse 3o«,79, X'*= 310,899/?'; 

Cinquième travée. . . . abscisse 25"*,95, X^= 289,337/?'. 

Le cas mixte, seul possible en réalité, où p et p' ont tous 
deux une valeur différente de zéro, donne lieu i des moments 
que Ton peut obtenir en faisant la somme de ceux qui répon-* 
dent à /?'= o et à /? = o* On aura donc une limite supérieure 
de chaque tnaximuin relatif à ce cas, en additionnant ceux 
que nous venons de trouver ; cette limite différera d*ailleur$ 
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peu de la valeur réelle, surtout si les abscisses auxquelles ré- 
pondent les maxime homologues pour /?'= o et pour /? = o ne 
sont pas trop éloignées les unes des autres. Voici donc les 
nombres que nous prendrions pour maxima vers les milieux 
des cinq travées : 

Première travée 1 35,466/? H- 210,782/?'; 

Deuxième travée 35,62 1/? -|- 214,793/?'; 

Troisième travée 333,377/? -1-434,91 3/?'; 

Quatrième travée ..... 1 30,609/? -h 3 î 0,899/?'; 

Cinquième travée 184,765/? + 289,337/?'. 

Le plus fort de ces cinq maxima et des quatre ci-dessus 
donnés pour les appuis est celui qui a lieu sur l'appui As; c'est 
donc le maximum général, le seul auquel il faudrait avoir 
égard si la poutre devait être construite avec une section in- 
variable d'une extrémité à l'autre. 

En résumé, on voit que la marche suivie dans cet exemple 
pour arriver à connaître les moments désignés au n**24 par X, 
X', X", ainsi que la limite supérieure X"' en valeur absolue, 
consiste à effectuer les opérations suivantes : 

[a) Calculer, comme il est dit au n® 9, les séries de nombres 
M, V, (3, y. 

{b) En déduire les moments sur tous les points d'appui 
quand chaque travée successivement est chargée seule. 

(c) Au moyen de ces moments, calculer, par de simples 
additions, ceux qui se produisent: 1° sur tous les appuis, 
quand on surcharge les travées de rang impair, celles de rang 
pair, toutes les travées; 2° sur un appui A«et ses deux voisins, 
quand on admet la surcharge des deux travées adjacentes audit 
appui A;„, et des autres travées, de deux en deux. 

(rf) Calculer le moment de flexion dû à la charge perma- 
nente, ou la fonction F {x) dans toutes les travées» 

{e) Dans chaque travée de rive, calculer l'expression de la 
limite positive X', ou de la fonction /, aux environs de la pile 
qui forme une des extrémités de cette travée ; calculer l'autre li- 
mite, ou la fonction 4^9, pour l'intervalle voisin de la culée; 
enfln, pour chacun de ces deux intervaHes, calculer la fonction 
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4» OU /qui reste à connaître, au moyen de la relation /H- 4/=F. 

(/) Dans chaque travée intermédiaire, calculer les trois ex- 
pressions / (a;), 4'3('^)>/i(-^) ^^ Ï8i fonction/; en déduire, par 
la même relation, +i(^),/3(^), 4'&(^)î enfin, écrire /a{a7)=^J^5(a7), 
f,{x)=^,{x), 4^,(^)=/(^), t]^,(x)=f,{x). 

(g) Chercher les valeurs de x qui annulent F (^r), pour en 
conclure les intervalles dans lesquels cette fonction est posi- 
tive, et ceux dans lesquels elle est négative. 
. (A) Dans les premiers de ces intervalles, prendre pour X"' 
la somme X-f-X'; dans les autres, la somme — X — X". 

Tout cela constitue sans doute un ensemble assez étendu 
d'opérations pour arriver au but final, qui est ordinairement 
la détermination de X'". Toutefois, si Ton veut faire attention 
que dans la poutre qu'on vient d'étudier la fonction X'" change 
vingt-six fois de forme, on reconnaîtra, nous l'espérons, que 
nous avons obtenu toute la brièveté compatible avec la nature 
ardue et passablement compliquée de la question. 



NOTE SUR LA RECHERCHE DES EFFORTS TRANCHANTS 

LIMITES. 

Avant de passer au chapitre deuxième, nous allons indiquer 
succinctement un procédé qu'on pourrait employer pour dé- 
terminer, dans une section quelconque : 

Y° L'effort tranchant P dû à la charge permanente seule; 

:2<» La limite positive P' des efforts tranchants dus à toutes 
les combinaisons possibles de surcharges; 

3® La limite négative conjuguée P''; 

4° La limite P'" des efforts 'tranchants produits par l'action 
simultanée de la charge permanente et de la surcharge^ ces 
efforts étant pris en valeur absolue. 

On pourrait prouver d'abord, par la répétition de raisonne- 
ments calqués sur ceux du n** 24* : 
. Que P' et P" répondent à des surcharges complémentaires; 

Qu'on ^.par conséquent la relation 

P==£,(P'-f-P-); 
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Enân, que P'" s'obtiem en ajoutant à P celle des deax quan- 
tités P' et P^ qui a un signe identique à celui de P, c'est-à- 
dire qu'on a 

P'= P-H P' lorsque P est positif, 
P^= — (P 4- P'') lorsque P est négatif. 

Tout se réduit donc encore à trouver P' et P"; voici comment 
on y parvient. 

Considérons \9ifig. 6 (PL À, à la fin du volume) y où sont 
tracées les lignes représentatives des moments de flexion pro- 
duits par la surcharge isolée de chacune des travées. Les 
droites portant les numéros 



m — I, 


m — 3, 


m — 5,. 


mH-2, 


m-+-4, 


/n4-6,. 



ont des inclinaisons négatives sur Taxe des abscisses A«_, A«, 
dans toute l'étendue de la travée, pendant que le contraire a 
lieu pour les droites 

m — a, m — 4> ^ — 6,..., 
m -h I , m H- 3, m -H 5, ... . 

L'inclinaison de la parabole m est négative entre A*_, et le 

milieu de DF, c'est-àrdire entre a: = o et a: = - (^'h-j;»^); 

dans le surplus de la travée, l'inclinaison change de signe et 
devient positive après avoir passé par Ééro. Si Ton se rappelle 
cette propriété connue, savoir que les diverses inclinaisons 
dont il s'agit donnent, en valeur absolue, les efforts tranchants 
produits par les surcharges correspondantes (*), on en con- 
clura sans peine que : 

(*) C'est ce que démontre la relaUxm 

trouvée au ii<* 7 : SQ n'est pas autre chose en effet que l'effort tranchant 
compté positivement de haut en bas , pendant que le premier «leitabré ett la 
dérivée du moment fléchissant prise en signe contraire. Cette nécessité de 
changer le signe ne subsisterait p9s m l'on changeait la convention du sens 
positif, soit pour les moments, soit pour les efforts tranchants. 
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Depuis ^ = o jusqu'à x=z- [x* 4- ^■*), la limite F répond 

à U surcharge d^sirevées m — i, m — 3, m~5,. . .; m; m+a, 
'»<^^4» m + 6^«. •; ou» en d'autres termes^ P' est produit par 
la combinaison de surcharge qui donne la limite X' des mo* 
ments 0éebiâ9aat9 positifs aux envirpns de Tappui A«-^; 



Depuis a? = - (a:' + x^^ ) jusqu'à ;r = a= A«_, A«, c'est la 

limite P^ qui est au contraire produite par la combinaison à 
laquelle serait due la limite X' aux, environs de l'appui A«,. 
Ainsi donc, la travée étant divisée en deux régions par le 

point qui a l'abscisse -(^'H-^'^), on aurait, avec les nota- 
lions du n« 26 : 

Poura:<i(^+^-) V'=, — p'^f^, 

Pour a;>-(^'-+-^>^)...... P"= — p'î^^; 

.2 ax 

et, attendu que P' et P" répondent, en un même point,, à des 
surcharges complémentaires, on aurait aussi 

Pour a:<^(^'-h^-)....-. W=z — p'^-^^, 
Pour^>i(^'4-^-) r = — p''^^^. 

Cela fait connaître P' et P'^ dans toute la travée, puisque les 
fonctions /„ /&, 4^,, ^% ont été précédemment déterminées. 

S'il s'agissait de la travée de rive A« A„ /, et ^\ seraient rem- 
placées respectivement par ^J^3 et /a. 



Nous allons maintenant cesser de nous occuper des poutres 
dont les travées présentent des ouvertures quelconques, pour 
adopter une hypothèse qui renferme à peu près toutes les 
poutres construites : nous voulons parler du cas où toutes les 
travées ont des longueurs égales, sauf les deux extrêmes, qui 
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sont égales entre elles, mais différentes des autres. Bans ce cas 
particulier, la méthode que nous venons de suivre est suscep- 
tible de recevoir avec avantage quelques modifications, princî-^ 
paiement pour arriver plus vite aux moments définis à l'ali-^ 
néa (c) du résumé précédent; le problème, avec la restriction 
dom il s'agit, présente d'ailleurs des circonstances intéres-*- 
santés et remarquables. Ce sera l'objet du chapitre suivant. 
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CHAPITRE DEUXIÈME. 

DÉS POUTRES STMlbRlQUES, AYANT LEURS TRAVÉES INTERMÉDIAIRES EGALES. 



§ I;— Prélimiiiaires* 

30. Définition de la poutre. — Nous allons analyser main- 
tenant en détail le cas particulier d'une poutre ayant pour plan 
de symétrie le plan vertical mené à égale distance des appuis 
extrêmes; de plus, nous supposerons une même ouverture c 
à toutes les travées intermédiaires, laquelle dimension pourra 
différer de l'ouverture b des travées de rive. La lettre à dési- 
gnera constamment le rapport -r de ces deux longueurs. 

Tous les appuis seront, sauf mention contraire, censés 
donner une ûxité parfaite aux points correspondants de la 
fibre moyenne non déformée, ce qui permettra d'appliquer 
réquation (lo) du n° 6 à la recherche des moments sur ces 
appuis, et aussi le théorème sur la composition des effets des 
forces (n*» 5). 

Pour l'indication du rang des travées et des appuis, nous 
continuerons à suivre les conventions du n** 9; ainsi les appuis 
seront 

♦ Ao, A|, Aj, A3, ••., A.m—19 Am>»«»> A», 

en nombre /1-+-1; il y aura de cette manière n travées, et 
Am-iA« sera la m'*^. 

Le nombre n sera, dans les formules générales, supposé plus 
grand que 2. On exclut ainsi la poutre à deux travées égales, 
dont la théorie est facile à faire directement (et nous la traite- 
rons du reste dans un article spécial), tandis que la plupart 
des formules de ce chapitre ne pourraient lui être appliquées. 
Ce serait uneexceplion à mentionner à chaque instant; on le 
fait ici une fois pour toutes. 
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La méthode que nous nous proposons d'appliquer à la re- 
cherche des courbes enveloppes des moments sera plus directe 
et plus rapide que celle dont un exemple a été donné au n^ 29 : 
au lieu de superposer les effets, partiels des surcharges sur 
chaque travée isolée, suivant les principes établis aux n^' 26 
et 27, nous rechercherons de prime abord les résultats de cette 
superposition, ce qui dispensera d'une série de sommations, 
toujours pénibles quand il y a un nombre notable de travées; 
nous ne conserverons donc guère du chapitre premier que les 
résultats et théorèmes généraux, dont la méthode de super- 
position nous a fourni des démonstrations fort simples, qu'il 
serait pour le moins inutile de recommencer. En conséquence 
les séries numériques étudiées au n* 9 seront d'un emploi 
beaucoup moins fréquent et moins étendu; toutefois elles se 
représenteront encore et il est bon de voir ce qu'elles de- 
viennent. Cela aura en outre l'avantage de nous amener natu- 
rellement à d'autres séries dont l'usage facilitera beaucoup nos 
recherches. 

31. Des sériée m, v, (5, y. — Il est visible, par raison de sy- 
métrie, que les séries ainsi désignées au n<» 9 sont deux à deux 
identiques ; les nombres ne se distinguent pas des nombres u, 
et la même chose a lieu pour les (3 et y. 

Les nombres u sont déterminés par un groupe d'équations 
qui, en ayant égard aux suivantes : 

a, =an=b, ûj = a, = «4 = . . . = a» = . . . = a«-, =^ a«-i = 6à, 
prennent la forme ci-après : 

a tt, ( I -+- ô ) -f- u^d = o, 

"•-i-4"»-+'M3=0, 



7 

««~3 •+■ 4 ^n-7 H- «*-l = O, 

Ouand on aurait pris Ut = i, on en conclurait sans peine les 
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valeurs' numériques successives de u^f u^, Ut,..., que l'on 
pourrait calculer de proche en proche; il n'y a guère, pour 
parvenir à ce but, de procédé pratique plus simple et plus ex- 
péditif ; mais le suivant a l'avantage de donner une expression 
algébrique de l'un quelconque de ces ilombres u en fonction 
de son indice, jusqu'à f<«^i inclusivement, ce qui sera utile 
pour certaines transformations qu'on rencontrera plus loin. 

D'après la notation ordinaire usitée dans le calcul des diffé- 
rences finies, posons 

U„^2 = M«,+,-+- AMm+, = I/«,-H 2AMm-H A*Wm; 

l'équation générale du groupe ci-dessus ( les deux équations 
extrêmes étant misés à part) devient alors 

soit, en réduisant, 

(t) 6a«-h6Aii«4-A»ii* = o, 

équation linéaire du second ordre, aux différences finies, où 
n'entre que l'inconnue m«. Pour l'intégrer, on cherchera d'abord 
des solutions particulières telles que 

a désignant une certaine base. En différentiant deux fois cette 
valeur on a 

A M« = «**■• — ar=ar((x — i), 

A'M*=A.AM« = a*(a — 1)% 

et ces expressions portées, ainsi que or, dans l'équation (i) 

donneront 

âr[6 + 6(a — i)-f-(a — i)'J = o, 

ou bien 

a»-H4a-i"i = o. 

On tire de là deux racines distinctes, toutes deux négatives, 
savoir : 

a'== — 7, — ^ = — 3,7320508075. . ., 

«"= — 2 -h v^== — 0,^26794919^4..,= ^• 

m. 9 
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L'équatibn (i) admet donc comme solutions particulières a"* 
et a"^; d'où il suit que si Ton nomme A et B deux constantes 
arbitraires, elle aura pour intégrale générale 

(2) M« = Aa''" + Ba'"". 

Par cela seul qu'on adoptera pour les nombres u des expres- 
sions de cette forme, on aura satisfait à toutes les équations 
du groupe, moins la premièi*e et la dernière ; et même, comme 
nous disposons encore des indéterminées A et B, nous pour- 
rons les choisir de manière qu'on ait 

//, = i, 2M,(i -1-5)4- Ma5 = o; 

il n'y aura plus alors que. la dernière équation qui ne sera pas 
vérifiée, c'est-à-dire que la formule (2) représentera tous les 
nombres Uy à l'exception de Un. 
Lés deux conditions précédentes reviennent à 

Aa'-f-Ba"=i, 
2(i4-a)(Aa'-^Ba")-hô(Aa'»4-Ba''») = o; 

la seconde peut encore s'écrire 

Aa' (2 -^ 2* H- 5a') -^ Ba" (2 -h ad H- èa^) = o, 
ou, en remplaçante' et a" par leurs valeurs, 

Aa'(2 — ôv^)-t-Ba"(2-f-5V^) = o. 

On a donc deux équations du premier degré entre A a' et Ba"; 
on en déduit facilement 

Aa'=-^(2-t-av'5), 

2 5 v3 

expressions qui, portées dans l'équation (2), donnent enfin 

(3) ■ M„=— î— [■(a-h5v/3)«'«-' — (2 — dv/3)a''H. 

ad y 3 

D'après l'analyse même qui conduit a celte formule, on n« 
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devra l'appliquer que jusqu'à m^^z^n — i; pour avoir «« on 
emploiera la relation 

d'où résulte 

4- ô [(2 -h ô v^) a'"-' — (2 — a v^) a'^*-»] ^ 

Comme a'oi" est égal à i, nous écrirons a'"~'a" et oc"'*-'* a' au 
lieu de a'*-* et a"»-'; ordonnant alors le second membre par 
rapport à af'**^ et a*"^, nous trouverons 

— 2Ô \/3 . «. = «'«-* (2 -+. ô v^) (2 4- ad -f- do") 

_ «''«-« (2 _ ô v/3) (2 -4- a à -h <ïa' ) 

= (2 -h a v/SJ'a'*-»— (2 — 3 \/3)" «''•-% 
c'est-à-dire 

(4) «.=-— ^= [(a^-5^^)V->-(2-^^/3)V-»]. 

Les formules (3) et (4) représentent toute la série des 
nombres u [et par conséquent aussi celle des ^ qui s'en dé- 
duit (n<* 9)], au moyen des puissantes successives des binômes 
a' et af : il est bon, pour cette raison, d'entrer dans quelques 
détails sur la formation de ces puissances. 

32. Puissances des nombres a', ex!' ; séries M e^ N. — On a 
par la formule du binôme, en nommant h un nombre entier 
positif quelconque, 

«'»=(-a-v^)*=(-r)»(2 + ^/3)* 



A-(A- — i)(A- — a) 
1.2.3 



,1— j 



3V'3. 



On sait que la série eotre crochets se termine d'elle-même 
après A* 4- 1 termes, et que tous les coefficients tels que 

A-(/f — i)(A' — a)...(Ar — i + i) 
! , 2 . 3 . . . i 

9- 
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sont des nombres entiers; si donc on appelle Mk et Ni^ ûeux 
nombres entiers dont Tlndice k Qxe la valeur, on aura 

(5) a'*=MA-hN*v^. 

La valeur de a"* s^ obtiendrait en mettant — \/3 au lieu de ^ 
dans réquation fournie par la formule du binôme; donc 

(6) a^*=M*— Ni^. 

Les nombres Ma et Ni, dont la connaissance entraîne immé- 
diatement celle de a'* et a"*, pourraient s'exprimer en identi- 
. fiant Mi+ Na ^ avec le développement, ci-dessus indiqué, de 
a'*; les parties rationnelles et irrationnelles devant être égales 
séparément, on aurait 



M*= ( - 1 )* p-h ""^^"^ *^ 2 



N* 



t. 2 
L 1.2.3 

^ i.a.3.4.5 "^ ^-J' 

On tire de là, par la substitution de Ari=o, A* = i, *- = !», 
A' = 3,...: 

M.= I, No=o, 

M.=— 2, N,=— I, 

M,= 7, N,= 4, 

M8=— -26, N8==— 15, 



Mais ces formules deviennent bientôt d*un emploi pénible 
lorsque k prend une valeur notable : pour prolonger ces deux 
séries, il sera beaucoup plus simple de remarquer que la 
combinaison des équations (5) et (6) par addition et soustrac- 
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tion membre à membre donne 



(7,) 



Nit=--i=:(a'*— a"' 

2 v3 



donc Ml et Vk rentrent dans la forme générale ('2) des expres- 
sions qui vérifient Téquation 

6 Uk-h 6 Am*4- A*m*= g, 

ou, ce qui revient au même, 

Mi-h 4 "*+t -H w*4.i = o ; 

et par suite on aura 

M*-h 4M*+i H- M*+î== o, 
N4-f-4N*4..-4-N*+,==o. 

Ces deux relations permettent d'avoir très-faeilement Mk+i au 
moyen de Mk et Mt+tt et d'avoir aussi Hik+t quand on a ^k et 
'Sk+t; partant des valeurs déjà calculées, nous en déduirons 
donc les suivantes, et nous formerons le tableau ci-dessoùs : 

h=o, I, 3, 3, 4> 5, 6, 7, 8, 

M» = i, — 2,* 7, — 26, 97, — 362, i35i, — 5o42, 18817, 
N*=o, — 1, 4> — ^^9 56, —209, 780, — 2911, 10864, 

A'= 9, 10, II, 12,. . .. 

M* = — 70226, 262087 , — 978 122, 365o4p I , . . . . 
Na = — 40^5» i5i3i6, — 564719, 2107560,.... 

La série des N est identique, sauf le signe, à celle des u pour 
3 = 1. C'est ce qu'on pourrait démontrer à priori : Isl for- 
mule ( 3 ) donne en effet, pour d = i , 

««.= -^[(2 + v^)a"«-— (2— v^)a'^'--j 
2y3 

2y3 
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Nous n'avons considéré jusqu'à présent que des valeurs 
entières et positives de l'indice A*, mais les seconds membres 
des égalités ( 7 ) ayant une signification précise pour h négatif 
ou fractionnaire, rien n'empêche d'y substituer des valeurs de 
cette espèce, et quand on aura calculé les valeurs correspon- 
dantes de ces seconds membres, cette opération aura fourni 
deux nombres M*^ N^ satisfaisant encore aux égalités (5) et (6). 
Faisons par exemple A- = — m; il vient 



2 
a V3 



ou bien, attendu que «'= ~ 



i?' 



I 



(8) 

N-^=-^(«"--a'^)=-N, 

formules qui permettent d'étendre les séries M et N aux 
indices négatifs. 

Faisons encore k=m-i--y m étant supposé entier ; nous 
aurons 

N,4=-î^(«'-+î-a""+i); 
or on a aussi, comme on le vérifie de suiie. 



«' =- 2 - v/3 =— ^ (i -f- v/3)'. 
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et partant, si l'on représente par i le radical imaginaire i/ » 

<,'^=i(i-H^), «"*=i(i-v^). 
Donc 

M«+i= ^ [«'- (i -h V3) 4- «'- (i — ^)] , 

N^i= -i=[«'-(i-4-v/5)-««^(i-v'3)], 

Qi^ b\e^, pn gyaal égarfi aux égjilités ( 7 ), 



(9) 



N«+it=i{M«-f-N«). 



Par ces formules^ on connaîtra les valeurs de SJ* et N* pour 
des valeurs de l'indice égaies à la moitié d'un nombre entier 
impair; on aura donc aussi celles de a'* et a"* dans la même 
circonstance. 

Les séries M et N jouissent de diverses propriétés assei cu- 
rieuses» et nous allons en démontrer quelques-unes dont nous 
aurons besoin plus tard. 

On rémarquera premièrement que si k et/ désignent deux 
indices positifs tels, que la différence / — k soit positive et 
tende vers Tinfini, les deux nombres Ma, N* tendent à s'annu- 
ler en comparaison de M/ ou N/. C'est ce que les formules ( 7 ) 
mettent suffisamment en évidence, car le terme a" l'empor- 
tera infiniment sur a"', a'*, a''*. Il convient d'ajouter encore 
que, Jies valeurs absolues dets nombres M et N ne dépendant 
que des valeurs absolues de l'indice, on peut écarter la res- 
triction relative aux signes de A* et / : il suffit pour la vérité 
du résultat que / dépasse k en grandeur absolue, et que la 
différence augmente indéfiniment. 

Soient maintenant les égalités 

a'*=M#-+-N*v/3, 
a"=M/4-N/v/3, 

dans lesquelles /r.et / représentent deux indices entiers ou 
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égaux à la moilié d*un nombre impair, positifs ou négatifs. La 

multiplication membre à membre donne 

a'*^^ MkU,-h 3 N*N/+ v^ (M*N/+ M/N*); 
on a aussi 

donc il en résulte 

Mifrw4-N*^/s/3 = M*M/-h3N*N/+ ^(M*N/4.M/N*). 

Quand les indices A- et / sont entiers, il en est de même dé 
tous les nombres M et N qui entrent dans cette égalité; si Tun 

des deux, k par exemple, égale un nombre entier + -» la 

même circonstance existera encore pour M*-|./, Njt+/, M*, N#, 
en faisant abstraction du facteur î qui entre dans tous les 
termes de Tégalité; epfin, si k et /sont tous deux des moitiés 
de nombres impairs, /r -f- / devenant entier, Mt+i et N*+/ le se- 
ront aussi, 0t les produits deux à deux du second membre 

seront ceux de deux facteurs entiers multipliés par i' ou • 

Dans tous les cas, on voit que l'égalité précédente devra né- 
cessairement se décomposer en deux, afin d'égaler séparénient 
les parties rationnelles et les irrationnelles : donc 

On pourrait remplacer / par-— /, et, eu égard aux formules (8), 
on écrirait 



(»>) 



I M*_/=M*M/— 3N|N/, 



L'hypothèse particulière k = l conduit aux relatioits 
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La combiBaisbn de la première et de la troisième donnerait 

Mi[=I(M^+i), 

(,3) : 

3N»^ = i(M,*— 1). 

Enfin, les formules (lo) et(ii) fournissent encore les sui- 
vantes par des additions ou soustractions deux à deux : 

Mk+i-h Uk-i= 2M*M/, 

^'^^ ^ N*^H'N*^/ = 2N*M/, 

Sans nous arrêter davantage à ces transformations, qu'on 
pourrait multiplier à Tinfini, nous terminerons cet article par 
le tableau de quelques valeurs de Mi et de 'Sk pour A* égal à un 

antier -h -. 



i 



2A- = i, 3, 5, 7, 9, II, 
jMk=i, —5, 19, —71, 265, —989, 

-rN*=i, — 3, II, — ^i, i53, — 571, 

7,k= i3, i5, 17, 19, 

-r 114=3691, — 13775, 51409, — igi86i, 

-N4 = 2i3i, — 7953, 29681, — II 0771, 

2/r=2I, 23, 25,..., 

^M4=7i6o35, — 2672279, 9973081,..., 



N*=4ï34o3, — 1542841, 5757961,. 



En comparant ce tableau avec celui des nombres N relatifs 
aux valeurs entières et positives de l'indice, on aperçoit aisé- 
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ment les relations 

-î- N«+i = — N;„ — N«+, ; 

on les retrouverait par les deux dernières formules (i4), en y 
faisant /r = wH — j /== -» M- =N, = /= i/ 

33. autres formes données aux séries u et p ; série h, — 
Les d^ux séries M et N étant calculées une fois pour toutes 
(puisqu'elles ne dépendent en rien de la poutre), on peut s'en 
servir avantageusement, dans certains cas, pour exprimer les 
nombres u ou (3. Prenons en effet la formule (3); nous l'écri- 
rons ainsi : 

Un.= — ^=. [2{a^--« — a-'--')-i-ôV3{a""--ha"'"-)], 

ce qui, d'après les formules (7), revient à 
(i5) ?/.= i(2N^.-4-M„_.(5). 

Cette expression est, comme on la voit, entièrement débar- 
rassée d'irrationnelles. 
Pareillement, l'expression (4) du nombre m„ s'écrira 

«„ = ^=[(4-*-3ô')(a"-^— ;c"«-^)-+-4dv/3{a"'-^-ha"«-»)], 

2 a v3 

pu bien, en vertu des formules (7), 

(16) !/„= — i[{4-4-3ô^)N„_,-h4ôM^,]. 

La quantité entre crochets se décompose en doux facteuir» rationnels «t 
du premier degré relativement à ^, car Téquation 

admet les racines 
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c-est-à-dire, à cause de la troisième formule (12), 



par suite on a 

Or, si nous posons 

nous aurons^ par la seconde formule (12] et les deux formules (i3), 

N,_,= 2M,N,, 

M,_2-f-i = 2Mj/ 

M,_,-i==6N|; 
donc aussi 

. « + î'-)N..+ ««„-«»,N,(»+5i^j,_)('+el|;) 

= a(3N/ + aM,)(M/+aN,). 
jBasvbsUtuMit ces résnitsts dans «,, on trouve 



— [-^%?^]['-^^^} 



, '~ ^ 

(i7) ' 

«.= -|(3N/+2MJ{M,<r+2N,) 

On serait parvenu plus simplement encore à la dernière formule, en 
considérant la quantité entre crochets, dans l'expression (4) de u^, comme 
la différence des carrés de (2-h^V^) a'^ et de (2 — J y^) a"»; on aurait 
posé, en conséquence, 

-a^«„V^ = [(2+^v/3)a''4-(2--^V^)a''*][(2-i-^v/3)a''-(2~^V^)a''^], 

soit, en vertu deé relations (5) et (6), ou, si Ton veut, des relations (7), 

= ~|(2M,-i-3N^^)(2N,+M/). 
La série (3 se dédait immédiateinent de la série u; on sait 
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Il 

(ii*»9) qu'il faut toujours prendre p. = o et (î« = • On 

2^111+1 

aura donc 

_ (2 -f 3 \/3 ) «'^' — (a — 3 v^) g^^"»-' 

^""^ 2N«.-hM.â 

Mais ces formules ne doivent s'appliquer ni pour m = o, ni 
pour mz=zn — i; il faut, avons-nous déjà dit, prendre p« = o; 
quant à |3».i, il faut avoir égard à la forme particulière de u» et 
poser Tune des formules ci-dessous : 

(2 -h 3 v/3) a!^^— (2 >- 3 v/3 ) <x!'^^ , 

dû) {(K — aN^.-hM,,--,8 

^ A P'^'"~2(3N^3-+-2MJ(My3-|-2Ny)' 

Nous savons déjà d'une manière générale (n® 9) que les 

nombres p„ varient entre o et - dans tous les cas, et, s'il y a 

deux limites /, /' assignées au rapport dés longueurs de deux 
travées adjacentes, les nombres ^m sont alors compris entre 

et — ; =====• Dans le cas actuel, on a ; 



^•(1-4-/) ,4./'4-y/,-|-/' + /'» 



pourd<i ^^V ^' — ^' 

pour3>i / = 3, ^' = t5 

donc, si 3 n'atteint pas l'unité, p variera entre —. r- et 

et si 3 est au contraire supérieur à 1 , ces li- 



i-h3-f-v'i-h3-|-3' 

mites deviendront —, ^r et . En sup- 

2(i-4-3) ^ / \^ - 

'-^3 + V-"^3-^^. 
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posant que 9 ait pour valeurs extrêmes 0,7 et 1,3, les deux 
limites inférieures de p sont respectivement 0,2059 et 0,2174; 
quant aux limites supérieures, elles sont de même o,3i45 et 
o,3o25. 

Au reste, on arrive plus directement peut-être, par l'emptoi 
de la première formule (18), à se faire une idée exacte de la 
grandeur des rapports p. Cette formule peut en effet s'écrire 





, 2-3V3 


I 


a + ôv/3 


*' 


1 V«^ 

2 + dv/3 



ou, en se rappelant que 7 = — «"=0,267949.. ., et po- 

2 — 3V^ 



sant, pour abréger» z : 



.3V^' 



(3«=o,267949. .. - 



zot 



,»2m 



Les puissances de a" décroissent rapidement^ car on a, par 
exemple, 

a''* = 7 — 4 V^ = 0,07 180, 

«"< = 97 — 56 v/3 = o,oo5i5, 

«*'• = 1 35 1 — 780 ^3 = 0,00087 , 

«''• = 1881 7 — 1 0864 v^ = o,oooo3 ; 

comme d'ailleurs z est nécessairement plus petit que i, on 
voit que p« doit peu s'écarter de 0,2679* • • 9 pourvu que m soit 
un nombre notable; pour m = 2, la différence relative n'est 
que de quelques centièmes tout au plus. 
On voit encore que la condition 



--sa' 



r'^am— 1 



1 — za. 



,ffim 



<« 



revient à 

Z(x''^-^'>zaf'^. ou 2(3£"»»-^(i— (z"^)>o, 
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oo bien> attendu gue al'^^^ et i — «"* sont poiÂtîfe, 

Ainsi donc, suivant que Ton aura z positif, nul ou né- 
gatif, c'est-à-dlfe 4 inférieur, égal ou supérieur au nomlire 

-= = 1,1547.. -, les valeurs de p seront elles-mêmes toutes 

v/3 • 

inférieures, égales ou supérieures au nombre 0,2679. . ., leur 
limite commune pour m = oo . 

Ceci, bien entendu, ne s'applique pas à ^e, nombre toujours 
nul, ni à p„_,. Pour ce dernier, on a, par la première for- 
mule (19), 



\2-4-dv/3/ 



si le nombre des travées atteint seulement trois ou quatre, 

(3fl-i différera à peine de =1 car ce nombre doit se mul- 

24-ÔV/3 

tiplier par le quotient de deux facteurs très-rapprochés de 
Tunité. De plus, comme z est < i, le facteur i — z^ct!'^*^ rem- 
portera sur I — 2 a''**-* si z est positif; donc (3»^, restera, dans 

ce cas, inférieur à =• Il ne lui deviendra rigoureuse- 

2H-ôv^3 ^ 

2 I 

ment égal que pour 2=0 ou ô= — > et alors on aura p»_,= -p 

pendant que les autres nombres j3 seront tous égaux à 

0,2679*. .. Si z était négatif» (^»-, surpasserait un peu p. 

a-+-ôv3 

Il nous reste encore à indiquer une dermère expression assez 
importante de la série u. Appelons, en général, hm la quantité 



I -h a""* /r a"" + I 



(^o) A„=:v^-^1^^ = ^ 



'*> 



ces nombres formeront une nouvelle série que nous allons préa- 
lablement étudier, dans laquelle chaque terme est défini seu- 
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lement pair son indi€e> de sorte qu'elle est à calcslei* utié fois 
pour toutes. Elle se déduit très-simplement des nombres M 
et N; car on trouve, en multipliant par «'i" les deux termes de 
la fraction ;;-? 



■(21) A„=V3 ': ^' 

ou, suivant les, formules (7), 






(22) 



a" 






Il n'y a donc qu'à consulter les tableaux déjà donnés de M et N, 
relatifs aux valeurs entières ou fractionnaires de l'indice, pour 
en extraire le suivant : 



2, 3, 4> 5> 6, 
7_ 19 26 



1 5 



8, 

97 



m = I 

I 

, 989 i35i 3691 5o42 18775 18817 

21il --^0 



10, 



265 362 



4 II i5 4' ^^ *53' 
i3, 14, i5. 



209 



67 1 780 



291 1 7953 



i6,.. ., 

B817 

0864' 



Il est très-remarquable que les fractions A« soient précisé- 
ment les réduites de la fraction continue périodique 



(?3) 



H = i-4- 



I + 



ï 4- 



I 4- 



ce dont -on peut s'assurer par une vérification directe, pour 
autant de réduites qu'on le voudra. 

Ain de démontrer cette loi, supposons qu'on ait ëffectaé la vérification 
en bornant la fraction continue à l'une des fractions intégrantes -> et que, 
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A* désignant un nombre entier, on ait trouvé pour les deux dernières ré- 

M M*+4 

duites ^} ^^^ — ^) ou, ce qui revient au même, d*après les formules (9], 

Supposons en outre qu'on se soit arrêté à une valeur paire de /-, afin 
que les deux nombres M^ et Nj^, tous deux positifs, soient bien le numé- 
rateur et le dénominateur de Tavant-dernière réduite, sans changement 
de signe, ce qui est nécessaire pour la formation des réduites suivantes. 
Comme les fractions intégrantes, après la dernière qu'on a considérée, 

sont alternativement - et -9 l'application de la règle connue donne pour 

les quatre premières de ces réduites 

(M,H-N,).i-hN, - M.-t.2N/ 
(aMt4- BNJ.a + Mt-h BN^ _ SM^ + qM,, 

(5M, + 9MJ.i-f-aM,-h3Nt _ 7M, + i2N, 
(3M^4-5NJ.i-+-M*4-aN, "" 4Mfc-h7N»^ 
(7M^-HaNJ.2 + 5M,+ 9N^ ^ i9M,-f-33N, 
(4M» 4- 7N,) * a + 3M, -h 5N, n M,-h i9N/ 

Or on a, par les formules (10) appliquées en faisant successivement /= i , 
/=., /=a, /=-, 

M,,,= -2M,- 3K„ N.,.= -M.-aN„ 

M»,i=-i(5M»+9N,), N,,i=-/(3M,4-5NJ, 

M»^,= 7M.+ I2N,, N,^,= 4M,-t.7N„ 

M,^| = i(i9M.+ 33N»), N,^A = /{iiM,+ î9N,); 

donc les quatre réduites ci-dessUs formées ont pour valeurs respectives 

Mé±î, îîîll, ?!!±2, ÎM. 

Cela montre que si Tideutité des réduites avec la série ^ a été reconnue 
vraie pour les 2^ premières réduites, elle doit se trouver également vraie 
pour les 2(^-4-2) premières; et, comme A^ 4- 2 est pair aussi bien que A, 
il en résulte qu'elle est vraie aussi jusqu'à l'indice 2 (A- +4), puis jusqu'à 
l'indice 2 (A + 6), etc., c'est-à-dire qu'elle existe indéfiniment. 
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La fraction continue H prolongée jusqu'à rinftai» et consé- 
quemment ses réduites hm^ tendent, à mesure que m augmente, 
vers une limite aisée à trouver, soit par l'équation (21), soit 
par réquation (28). La première donne immédiatement, «"i" 
étalât nul pour m s=: œ ^ 

lim. A«=V'5; 
de la seconde on tire 

I H-i-i 



H — 1 = 



.^ ' ^» 



H-hi 

soit, en réduisant, 

La firaction continue périodique dont les réduites fournissent 
les valeurs successives de hm n'est donc autre chose que le 
développement de >J%y radical qui joue un rôle important dans 
toute cette théorie des poutres syoïétriques à travées intermé- 
diaires égales. 

Cela posé, revenons aux nombres u. Nous tirons des équa- 
tions (20) 

' A« + v^" 



«'•== 



A»!— v/3 



^oit, en multipliant dans le second membre les deux termes 
de la fraction par Am-H- v^, 

les mêmes équations (20) nous donneront pareillement 

Si dans ces valeurs de a'*" et a!''^ nous changeons w en m — i, 
et que nous portions a'"—' et a'"""' dans la formule (3), il 
viendra 

* I 

x[(2-hÔv^)(A^. + V3)'-(2-âv^)(A«_.-v^)'], 



III. 
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ou bien, toute simplification fiiiie, 

Une transformation analogue opérée sur la formule (4) conduit 
au résultat 

(25) W,= — ^/y^2^_3x (2 A»-« -f- 33) (2 -^ Shr^,). 

Nous prions le lecteur de nous pardonner ces longs détails 
de calcul, assez arides en eux-mêmes, et dont il n*est pas en- 
core en mesure de bien apprécier Tutilité. Celte préparation 
était cependant indispensable pour arriver à une solution suf- 
fisamment simple du problème principal que nous avons en 
vue; sans cela le chemin que nous devons parcourir aurait été 
embarrassé d'une foule d'obstacles, et il fallait bien le déblayer 
un peu avant de nous y engager. 

34. Tableaux numériques relatifs aux séries u et (3. — Nous 
donnerons plus loin, à la suite du chapitre deuxième, divers 
tableaux numériques, où l'on trouvera immédiatement et sans, 
calcul les valeurs de certaines quantités dont nous aurons 
parlé dans ce chapitre. Toutes les fois que le rapport S devra 
y figurer comme argument, nous lui attribuerons les huit va- 
leurs : 

0,7, 0,8, 0,9, 1,0, 1,1, 1,2, 1,25, i,3(*); 

si l'on cherchait un résultat relatif à une valeur intermédiaire, 
on pourrait l'jobtenir approximativement par une interpolation. 
Les tableaux I, II, III, IV sont destinés à faire connaître 
respectivement «m, Un, (3m, Pi»~i, en fonction dé l'indice et du 
rapport d. Le premier a été calculé par l'emploi de la for- 
mule (iS), en y donnant à d les huit valeurs ci-dessus; il n*est 

{* ) U est rare dans les applications que les travées intermédiaires aient une 
ottTerture inférieure à celle des travées de rive; les trois premières valeurs 
de ^ seront donc peu utiles aux constructeurs. Toutefois nous n'avons pas cru 
devoir les exclure, parce que la disposition dont nous parlons, quoique excep- 
tionnelle, pourrait se justifier quelquefois par des sujétions particulières, et 
Aussi parce qu'il est utile d'avoir les éléments nécessaires pour apprécier l'in- 
fliienoe âe ê «ur la résistance de la poutre. 
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applicables» bien entendu, que pour un indice m inférieur à /i, 
puisqu'on sait que le dernier nombre u, désigné par u^, est 
exprimé par une formule spéciale* Oo peut prendre, par 
exemple, la relation 

qui semble la plus commode pour le calcul numérique de u^, 
et à Taide du tableau I qui fournit Un-.i et i/a-s» on en tirera 
facilement le tableau II des valeurs de ii„. 

Il y a deux remarques à faire au sujet du tableau IL D'abord, 
si dans une cçlonne verticale on ajoute algébriquement en- 
semble le quadruple d'un nombre avec le nombre . précédent 
et le nombre suivant, la somme obtenue sera nulle; en effet, 
quand on donne à n trois valeurs consécutives dont la diffé- 
rence est I, les quantités Un^t et Un^t satisfont à cette condition 
(n° 31); il en est donc de même de w„, qui se trouve liée avec 
elles par la relation linéaire ci-dessus rappelée. Secondement, 
quand on considère une même colonne horizontale du tableau, 
n restant le même et ^ variant seul, Kj, passe par un minimum 
de valeur absolue, pour.une certaine valeur de à voisine de i ,2. 
Pour le montrer, jOn prendra la formule (16) qui donne 

-Un = ^^-^^Y^ N,_, -h 4M„.-, ; 

le minimum de m, en valeur absolue répond donc à 

Ô==^ = i,i547..., 

comme on le trouve en égalant à zéro la dérivée de ^—5 ? 



seule quantité variable avec à dans l'expression précédente. 

Les nombres formant la série |3m sont inscrits dans le ta- 
bleaalll, à Texception toutefois de p«-.„ dont la loi de forma- 
tion n'est pas la même. La valeur de ce dernier nombre est 
fournie par le tableau IV. 

En parcourant ces tableaux, on voit que : ï" à partir de 
m = 7, et quel que soit à entre 0,7 et i,3, on peut toujours 
prendre p« = 0,2679492, à moins d'une demi-unité décirpale 
du septième ordre près, ce qui, permet d'étendre le tableau III 
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à tomes les valeurs de rindice m au^essus de rni^S; a^à 
partir de n = 8, et da^s les mêmes limites de i, les nombres 
^1 ( bornés aux sept premiers chiffres décimaux) ne i^rient 
plus avec n, ce qui permet aussi de prolonger indéfiniment le 
tableau IV. On a vu plus haut (n** 33) que p», converge vers la 

limite — a'' ou 0,26794919. . . , et que (3a^i tend vers p-, 

!a i^apidité de cette convergence est maintenant rendue sen- 
sible. 

L'usage des tableaux 1, 11, lïl et IV n'offre aucune difficulté. 
La seule précaution à observer consiste en ceci : quand le 
nombre n des travées est fixé numériquement, il ne faut 
prendre dans le tableau I que w„ m,, m,,. . ., jusqu'à m„-i inclu- 
sivement, et recourir, pour m„, ^u tableau II; de même, on 
ne cherchera dans le tableau III que po, '|3i, ^1,..., jusqu'à 
P«_2 inclusivement, le dernier nombre (3{c'esft-à-dire ^j^i) de- 
vant être emprunté au tableau IV. L'oubli de cette règle bien 
simple exposerait à de graines erreurs. 

Exemple : n =: 5, 5 = i,iî5; on a 

M, = i, w,== — 3,6, M3 = i3,4, »4 = -— 60, iîfft = io8>a6; 

(â« = o, (31 = 0,2777778, (3,= 0,2686567, 

^3 = 0,2680000, p4 = 0,2400960. 

Les deux derniers nombres de chaque série, u^ et (3*, ont été 
pris respectivement dans les tableaux II et IV. Les tableaux I 
et III auraient donné !<»= 186,6, ^4 = 0,2679528; mais ces 
indications ne seraient bonnes que s'il y avait au moins six 
travées, et ne conviennent pas au cas actuel. 

Ces préliminaires établis, nous allons nous oocuf^er d^ 
courbes enveloppes de moments , en commençant par étu- 
dieï* l'effet spécial de la charge permanente» 

§ II. — Effet spécial de la charge permanente. 

36. Moments de flexion Put les points rf'a/îp«i. -— Quand la 
poutre supporte seulement une charge permanente, uniformé- 
ment répartie sur sa longueur entière, à raison de p kilo* 
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gratnnie^ par mètre courant, ei que de plus les appuis soni 
disposés de manière à établir la complète fixité des points qui 
leur correspondent sur la fibre moyenne primitive, les mo- 
ments de flexion 

Al# Ajl As, • . . J Xl|.^y A»— I 

sur les n — -i points d'appui intermédiaires doivent satisfaire 
au système d'équations 

X,+4X3H-X4 = ^/^6'ÔS 
^'^ ^ Xs-f-4X4H-X5 = ~/i6»d% 

^X^,ô + aX^t(i4-d)=i/?i»{i-hn 

qu'on obtient en appliquant la formule (lo) du n*» 6 à tous les 
groupes de deux travées consécutives, et tenant compte des 
longueurs de travées indiquées au n° 30. On peut employer 
pour les résoudre le moyen dont nous avons déjà fait usage 
•(n^ 31) à l'occasion des nombres u : nommons en effet m un 
indice quelconque entre i et n — i, et posons 

alors toutes les équations du groupe (i) ci-dessus, sauf la pre- 
mière et la dernière, prendront la forme 

Zm -h 4Z»i+l + Zm+, = O, 

à laquelle on satisfait par l'expression ( 2) du n® 31, 
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Donc oh aura aussi 

(2) .X«==— /?6»d'-^Aa"«-hBa'^'"; 

et sans allribuer à A et B aucune valeur particulière, cette va-% 
leur de X« vérifiera les n — 3 équations intermédiaires du 
groupe (i). Maintenant nous pouvons profiter de Tindétermi- 
nation de A et B pour que cette même formule (2) vérifie les 
deux équations extrêmes, et de cette manière on voit que,* 
quel que soit n, la question est ramenée à ne comporter que 
deux inconnues. 

D'après ce qu'on vient de. dire, on doit tirer A et B des 
équations 

2/i6Mi-f-ô*) = 2(i-|-a)(-j^p&M^-f-Aa'H-B<\ 

ou, en ordonnant, 

— /?6»(3— ad») === Aa' (a + 25-f- ôa') + Ba^(2 -h aa-f-da^'), 

ou encore, eu égard aux valeurs numériques de a' et a*' [n? 31) 
et à la relation a'a^' = ï, 

(3) ±j?6^(3_2Ô2) = Aa'(2 — ô/3)-hBa''(2+-ôV3), 

{4) — jofc2(3 — 2â') = Aa"»-'(2-hôy^)4-Ba"''-'(2 — ô>/3). 

Comme les équations (3) et (4) se représenteront.souvent dans 
la suite, mais avec d'autres quantités dans les premiers mem- 
bres, nous allons les résoudre d'une manière générale en re- 
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présentant par S la somme des premiers membres et par T leur 
différence, calculée en retranchant la première équation de la 
seconde. On aura donc, si Ton combine les seconds membres 
successivement par addition et soustraction, 

S = Aa'[2(i-ha'-')-l-ÔV^(a"^-i)] * 
-h Ba'' [2 ( 1+ «"«-*)-+- d v^ ( I — a^"-')] , 

— Ba" [2 ( I— a"-') 4- d ^ ( I -h a^-»)] . 
Posons, comme au n*' 33, 

n — 2 = 2Ç, 

et multiplions les seconds membres des deux dernières équa- 
tions par le facteur a'* a''*, dont la valeur est l'unité : ils pour- 
ront alors s'écrire 

S == [2 (a'î-f- a"?) -f- d v'â (a'y — a''^)] (Aa'î+' -f- Ba"?"»"), 

T = [2{a'f— a"7) + d^/3(a'y+a''^)](Aa'f^' — B«''»+')> 

ou bien, en vertu des formules (7) du n" 82, 

2(2My -f-3oNy) 
A o'y-'-' — B a"î+' = — =- 



2V3(2N^-+-ÔM,) 

ou bien encore, si l'on observe que le rapport ^ exprime h^t 

(n*^ 33J, et que, pour abréger, on écrive simplement h au lieu 
de A^,(*), 

Aa'î+' -h Ba''^' = Hv^tIt— m' 

Aa'«+' — Ba^^»= =J 

2N^V3(2-f-Aa) 

('*') Dans la presque totalité des formules et calculs concernant une poutre 
à n travéeSy nous n'introduirons que le terme h„_^ de la série des nombre» A„, 
définie au n<> 33. Cela justifie pleinement la suppression d'un indice qui se 
reproduirait toujours le même. II est donc bien entendu que h mis sans in- 
dice dans une formule signifiera la même chose que A,^,. 
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De là résultent immédiatement les formules 

A«',- - i r ^ -f- _i— — 1 

- 4 [*M,+ 3âN, ^ ^(-,N,-hiM,)J 

_ 1 r 8 T -1 

4N,L3«-|-2A s/3(2-4-Aa)J' 

B«",- = ; r ^ - -1 

^jLr__j i_i 

4N,[3a-Ha/i ^(aH-Ad)j' 

qui suffisent pour définir les valeurs de A et de B. 

Nous substitueit)ns encore les valeurs (5) daps l'expression 
A«'"4- Ba'" et nous trouverons 

A«'.-HB«^.= • [j^-1^ («'-.- + «"—) 



v'5(2N,-|-aM,) 



=pr,[?T^(«'-^'-^«'"^') 



i3d-f-aA 
T 



v/3(2 4-Ad) 
Or les formates ( 7 ) et ( 8 ) du n"" 32 donnent 

donc enfin 

( Agg^^ -v> Ba^" t= i / ^^f-^-*^ TNy^.-„ \ 

( ""2N^\^3Ô4-2A i-^hày 

équations dont nous aurons à faire un usage très-étendu. 
Bans le problème actuel il faut supposer 

T = Q, S = ^/7&^(3-2â»); 
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on prouve ;iloirs, p«r la formule (6), 

et par suite ('expression (2) devient 

'' iT.'^ L 2M^ + 3ôN, J 

ou bien encore 

,8, x.=^;*.(..+!%;=..|^). 

L'indice 9 + 1 — m pourrait deyenir négatif, si m se rapportait 
à un appui situé dans ]a seconde moitié de la poutre ; mais on 
sait {n^ 32) que les nombres M uq changent pas quand leurs 
indices ciiangent de signe. D'ailleurs on peut toujours n'attri- 
buer à m que des valeurs au plus égales à g -h i ou - ; en rai- 
son de la symétrie, dès qu'on connatt les moments X«i sur une 
moitié de la poutre, on les connati aussi sur l'autre* On a en 
effet 

et cette propriété, évidente à priori, se retrouve dans les for- 
mules (7) et (8) ci-dessus. 
On arrive à un résultat remarquable en faisant m = i. Dans 

ce cas ^^'""'" devient -^ ou h ; donc 

ou, en réduisant. 

Cette formule serait susceptible, à cause de sa grande sim- 
plicité, de se fixer dans la mémoire, comme formule usuelle; 



Digitized by 



Googk 



l54 CHàFITKB DBUXlkHSr 

si en même temps on retenait les premières valeurs de A, 

savoir (n*» 33) : 

pour/i=:3, 4* ^9 6,..*, 

A 5 7 

A = i, 2, 3, ^v-, . 

on pourrait avoir de suite Xi dans un grand nombre de cas 
pratiques. Xi étant connu» on calculerait les autres moments 
Xm de proche en proche par les équations (i). Mais ce procédé 
ne serait bon à employer que si Ton n'avait pas sous les yeux 
les éléments nécessaires pour appliquer les formules (7) et 
(8) qui renferment une solution plus complète du problème. 

36. Remarques diverses sur les formules (t) et (S), — Si 

Von suppose n infini et m fini (*), le rapport — ^î=^ tend vers 

une limite aisée à trouver. On a en effet, d'après les for- 
mules (7") du n*» 32, pour une valeur infinie de A*, 

parce que a" étant plus petit que 1, a*'* tend vers zéro lorsque 
Xr grandit au delà de toute limite. Donc, lorsque nelq tendent 
vers l'infini, on a 

par suite la formule (8) devient, pour cette limite, 

1^^ L 3d4-2A J 

oa encore, en donnant à A sa valeur limite A = v^ (n** 33), 

12^ l 2+dv^3 J 



(*) A propos de chaque résultat que nous démontrerons, nous chercherons 
toujours ce qu'il deyient pour n = oo : cela indiquera la limite yers laquelle 
il tend (d'une manière ordinairement assez rapide), quand le nombre des tra- 
vées augmente. 
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Lori^qu'on admet la valeur particulière 



fî=y/- = I,22474..., 



le binôme 3 — ad' s'annule, et les formules (7) ou (8) mon- 
trent que Xm devient constant quel que soit m. Le moment 
de flexion sur un point d'appui quelconque prend la valeur 

— pl^i\ égale à celle qui se produirait sous la mâme charge 

si tous les appuis devenaient des encastrements. Ainsi donc, 
dans une poutre où les travées intermédiaires ont une lon- 
gueur égale à celle des travées de rive, multipliée par 1,1:1^']^..., 
tous les appuis intermédiaires se comportent absolument 
comme des encastrements, sous l'action de la charge perma- 
nente. 

On arrive à une conséquence analogue dans le cas où 9 et m 
deviennent tous deux infinis : en effet, N, est alors infini rela- 
tivement à My+,_m (n® 32), de sorte que X« se réduit encore à 

— pb^è^ î c'est ce que montre aussi la dernière formule don- 
née pour exprimer X,„ dans l'hypothèse de n infini, car en 
faisant grandir m, a"*-' converge vers zéro. Donc, dans une 
poutre d'un nombre infini de travées, les appuis qui sont infi- 
niment éloignés d'une extrémité fonctionnent comme des en- 
castrements sous l'action de la charge permanente. On peut 
même dire que dans une poutre ayant un nombre quelconque de 
travées, les appuis se rapprochent de plus en plus de fonction- 
ner comme des encastrements, sous la charge permanente, à 
mesure qu'ils sont plus rapprochés du centre, et que le nombre 

des travées est plus grand : car le rapport ^^'""' diminue lors- 

que 5 H- 1 — m diminue et lorsque q augmente. 

Chaque fois que m varie d'une unité, M^+i^m change de 
signe, puisque les nombres M sont alternativement positifs et 
négatifs (n° 32) : par conséquent, quand on fait tendre m vers 

5 -f- 1 ou 5 H- - (c'est-à-dire vers la valeur qui convient à l'ap- 
pui central si n est pair, ou à Tappui précédant la travée een- 
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traie si n est impair), X^ se rapproche de sa limite — pb^S^ à 

la manière des réduites successives d'une fraction continue, 
en passant alternativement au-dessus et au-dessous. 

Les moments X., sont généralement positif$ ; toutefois cette 
rçgle comporte quelques exceptions. 

Pour les découvrir, faisons d'abord successivement /» = i et /» = a. 

Si iR est égal à i, la formule (9) loaontre immédiate^ieiit qi^e X, a tou- 
jours le signe +, car p, 9 et h désignent des quantités essentiellepaent 
positives. Pour x» = a on a, par la formule (8), 






Or la première formule (ii) du n* 32 donne 

M^ = M,M, - 3N,N, a= - aM,4- 3N, ; 
donc 

Le signe de X, sera donc celui de 

*^+ ''-»*' 3J+^' 
ou bien, attendu que 3^+2^ est positif, celui de 

^'.(3^ + a^) + (3-2A)(3-2^'). 
Cette dernière expression, toute réduction faite, devient 

3[^*-ha{A~i)^'4-3~a;*], 
ce qui peut encore s'écrire 

3(^4-i)P»-.(3-a^)^+3-^!iA]; 
le signe de X, est donc enfin celw du trinôme, du second degré en J, 
^*-(3-.aA)^4"3-2A. 

Ce trinôme, nécessairement positif pour S=ztco, ne change de signe 
que dans l'intarvalle des racines cpii le rendent nul) lesquelles racines ont 
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pour expression 

(lo) ^ = i[3-.aÀ=fc:^(a/i-3)(aA4-i)]. 

Pour « = 3, :^ (est égal à i (n**33), et ces racines, deviennent imaginaires; 
X, est donc toujours positif dans une poutre à trois travées, ce qui était 
évident à priori, car^ en vertu de la symétrie, X, ne dififière pas d« X,, 
et ToÉ a déjjà reconnu que ce dernier moment reste'ioujourâ positif* Pour 
n supérieur à 3, on trouve une racine réelle et poâtive ^\ et une autre . 
négative; X, sera donc négatif pour les valeurs de ^ inférieures à la prer 
mière racine. En voici le tableau calculé à Taide de la formule (lo) où 
Ton a mis pour h les nombres indiqués plus haut (a** 33) : 

« = 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 

^'=o,6i8o, 0,4343, o,5ooO) o,48a4, o,4885, 0,4874, 0,4877, 

^'= 0,4876, 0,4876,..., 0,4876. 

La valeur limite de 9* pour /i = od se trouve en faisant A = y^. 
Nous allons maintenant attribuer à m une valeur quelconque, en la 

choisissant seulement plus petite que -9 ou au plus égale à GBtte limite. 

Cette restriction ne nuit évidemment en rien à la généralité des résultats, 
puisque les deux moitiés de la poutre se trouvent dans des conditions 
identiques, et qu'il suffit d'étudier ce qui se passe dans Tune d'elles ; mais 
en outre elle est ici nécessaire, pour ne pas tomber dans la confusion, 
parce que nous allons avoir à distinguer les cas de m pair et de m impair, 
et que, dans les poutres ayant un nombre impair de travées, on change- 
rait la parité de m suivant que l'on compterait les rangs à partir de l'une 

ou de l'autre extrémité. Avec la convention mS-, il est bien entendu 

que Ton compte à partir de l'extrémité la plus voisine, ce qui supprime 
- la possibilité de toute équivoque. 

Gela posé, la condition X„<o équivaut, d'après la formule (8), à 

^+-^n7--3ït^<°' 

soit, en multipliant par le facteur positif -(3^-f-a/i) = «î-|- -r~ > à 
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n 



L'indice m pouvant varier de i à - ou çr + 1 , on voit d'abord que, dans 

la différence M,— M,^,.^, le premier terme a un indice au moins égal à 
celui du second ; donc il ne peut pas être inférieur en valeur absolue, et 

M 

donne son signe à la différence. Donc le coefficient de ^' a le signe de ^, 

c'est-à-dire le signe +• Ainsi les deux premiers termes, en ^* et ^', de 
rinégalité précédente sont toujours positifs. Quant au troisième, il le sera 
également pour m impair, car les nombres q et 9 -f* i ~ m, tous deux 
positifs, étant en outre simultanément pairs ou impairs, M,^,_^ et N, au- 
ront nécessairement même signe. Donc l'imparité de m exclut la possibi- 
lité de rendre X„ négatif. 

Si au contraire m est pair, le dernier terme de l'inégalité de condition 
change de signe, et dès lors il devient possible d'y satisfaire en prenant 
i suffisamment petit. C'est ce qu'on vient de voir plus haut pour le cas 
de m = a. En faisant dans l'inégalité successivement m = 4, 6, 8,. . . , et 
attribuant au nombre n des travées une série de valeurs à partir de 
n = ^m jusqu'à l'infini, on pourrait de même former le tableau des li- 
mites $' dans ces divers cas. On aurait à résoudre, par tâtonnement, une 
suite d'équations du 3* degré. Mais le calcul suivant, sans donner exac- 
tement ces limites, suffit pour montrer leur décroissance rapide à mesure 
que m augmente. 

Remarquons en effet que 9' sera nécessairement au-dessous de la va- 
leur $" capable d'annuler l'ensemble du second et du troisième terme de 
l'inégalité, laquelle valeur satisfait à la condition 



d'où résulte 



Par la première formule (10) du n** 32, on a d'ailleurs 



3^ 


'(M,- 


-M^,^) + M,,,_ = 


0, 




-^J\■ 


I 






, *•» 






^f+\-m 





et par suite 



M 

Donc le rapport ^ " dépasse en valeur absolue M„.„ car N^_, a même 

signe que M„.„ et K^^^ est toujours positif. Comme, en outre, M„., et 
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M 

^— sont négatifs pour m pair, pu en conclut facilement 



*rn-* 



Pour m = 4, 6, 8, lo,. . ., la limite supérieure ainsi trouvée devient res- 
pectivement 0,2357, 0,0643, 0,017a, 0,0046,. . .. Cela veut dire que X^, 
par exemple, ne saurait devenir négatif tant que $ ne sera pas inférieur 
à 0,2357, du moins quand il s'agit d'une poutre à huit travées ou plus, 
ce qui est nécessaire pour que X^ ne se confonde pas avec un X„ à indice 
moindre. 

Ajoutons enfin que les limites à' au-dessous desquelles il 
faut prendre à, pour réaliser le fait d'un moment Xm négatif, 
ne se Tcnconlrenl guère dans la pratique. Nous ne connais- 
sons aucun pont, parmi tous ceux qu'on a construits, dans 
lequel les travées de rive aient une ouverture supérieure à 
celles des autres travées : on a donc presque toujours d> 1, et 
par conséquent le fait en question sera pratiquement très- 
rare ; il n'arrivera jamais, notamment, pour les valeurs de i 
comprises entre 0,7 et i,3, les seules que nous ayons consi- 
dérées dans nos applications numériques. 

37. Moment de flexion produit par la charge permanente, 
en un point quelconque d'une travée, — Lorsqu'on aura préa- 
lablement calculé les moments de flexion sur les points d'ap- 
pui, en employant les formules du n"* 35, il sera facile d'en 
déduire le moment de flexion X en un point quelconque 
d'une travée arbitrairement choisie A„_,A«. 

Si, par exemple, il s'agît d'une travée intermédiaire, dont la 
longueur est c = 6d (n*» 30), nous aurons à la distance x de 
l'appui Am-i, suivant une formule du n^ 1, déjà fréquemment 
employée dans le chapitre premier, 

(11) X = Xi„-.,-H(Xiii — \n^x)- — --px (c — x), 

C 2 

expression où tout est connu, et qui permet de calculer numé- 
riquement le moment X, ainsi que de discuter les états de 
grandeur par lesquels il passe. 
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Ces grandeurs successives étant représentées par les ordon- 
nées d'une parabole du second degré, donjl les abscisses se^ 
raient les valeurs de Xy 11 est utile de se demander : i"* les 
valeurs particulières Xt^ Xj de l'abscisse qui annulent X, 
c'est-à-dire la position qu'occupent les intersections de la 
parabole avec l'axe des x ; 2** l'abscisse et l'ordpnnée du som- 
met. La première question a même une importance assez 
grande quand on veut déterminer, pour chaque secti<Hi, le 
plus grand moment absolu sous l'action simultanée de la 
charge permanente et de la surchai^e, car il faut alors savoir 
quel est le signe de X, et les changements de signe de ce 
moment répondent précisément à a: = a:„ x=:a:,. 

Pour avoir x, et x^ il faut prendre les racines de réquation 
Xi=o, savoir : 



x^ r a(X,.-x^o -i 



X . 2X1^-, 

= 0, 



I € pC* 

d'où les racines 



eQ dédoublant le signe du radical on obtiendrait Xa et x^. 
Nous en aurons une autre expression en remplaçant X» et 
X»^i par leurs valeurs déduites de la formule (8} : cette for^ 
mule donne, eu égard à la relation bi=zc, 

or les 4eux premières relations (i4) du n** 32, en y fai- 
sant /= -1 A- = o — m + -9 M, = N, = i/ = 1, don- 



nent aussi 
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d'où résulte 

X.~X._. ^ (3 — 2a^)iN,^.^| 
pc^ 2d'N^(3dH-2A) * 

X.-f-X._. _i (3 — 2a^)iM^^i 
pc^ 6"^ 6â'N^(3d+2/0* 

Substituant ces valeurs dans la formule (12) et posant> pour 
abréger récriture, 

il viendra 

, c ""'"^Nd^(3d-f-2A) 
{i3) 



/i 2/M^(3 — 2 3') r gN^(3 — 2^^) "]» 

V 3 3Nd'(3d+2A)'^LNâ^(3d-f-2A)J* 

La présence du symbole imaginaire i n'empêche pas la for- 
mule (i3) de ne contenir, so^t sous le radical, soit en dehors, 
que des quantités réelles : en effet, sur les deux indices q et 

3 
q — m-h-iilyena nécessairement un entier et l'autre égal 

à un entier augmenté de - ? d'où il résulte que si N ne con- 
tient pas le facteur i, ce facteur entrera dans M' et N', et inver- 
sèment; .donc les rapports ^j^> -.j^ sont toujours réels, ce 

qui justifie notre assertion. Toutefois il peut arriver que le 
radical recouvre une quantité négative, et partant que Xx et x^ 
soient imaginaires. 

Cherchons les conditions pour qu'il en soit ainsi. Si nous posons 

^~N(î''(3^-f-2/*) ^ ^' 

3 
(*) Nous excluons ici, pour y revenir plus loin, le cas particulier où y-j-- 

serait égal à /«, ce qui rendrait z nul ainsi que N'. Cela se réalise pour la 
travée centrale d'une poutre ayant un nombre impair de travées* 

m. II 

/Google 
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l'expression sous le radical pourra s'écrire 

(14) '"W'^V 

on voit qu'elle s'annule quand on fait 

ou bien, en multipliant et divisant ces valeurs par M' qz v/M'*— SN''*, 

= N^ 

ou encore, en vertu de la troisième relation (iî) du n° 32, 

(i5) ^ = iir^-- 

donc l'expression (i4) représente le produit 



(--Mti)('~Mqr,)^ 



et il s'agit de reconnaître si elle peut avoir le signe — . Gomme elle 
est positive pour z = ifc oo , elle ne changera de signe, pour devenir 
négative, que si z passe entre les deux valeurs (iS); comme, de plus, 
z désigne une quantité nécessairement réelle, la première condition cher- 
chée consistera en ce que les valeurs (i5) soient elles-mêmes réelles; ce 

3 
qui exige que M' et N' le soient aussi, c'est-à-dire que l'indice 7 — m H — 

soit un nombre entier. Pour cela il faut que le nombre des travées soit 

impair, puisque m est un nombre entier et que q représente i . Ainsi 

donc a:^ et x^ ne seront susceptibles de devenir imaginaires que dans les 
poutres d'un nombre impair de travées. 
Si cette condition est remplie, les valeurs (i5) reçoivent encore utile- 

3 

ment une nouvelle forme. Nommant /• la moitié de l'indice 7 — /n -f - 

a 

de M' et N', nous aurons par la seconde formule (12) et les formules (i3) 

du n'' 32 

N'=2M,N„ M'-i = 6NJ, M'H-i = 2MJ, 
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ETC 


N' 
. M'~i 


M. 


= 5*«— 1' 


N' 


M. 


I 




M'+i 


V™.^ 





i63 



Or les nombrear A se trouvent tous compris (n" 33) entre i et a : on voit 
donc par là que les valeurs (i5) sont toutes deux positives et comprises 

dans l'intervalle de ^ à k 

Maintenant est-il possible, en choisissant convenablement S, de faire en 
sorte que z tombe entre ces deux valeurs? Je dis d'abord que la réponse 
est affirmative lorsque le rang m de la travée dont nous nous occupons 

est un nombre pair. D arrive alors en effet que 7 — /« + - et q ? 

ayant pour différence m-^ià, sont des nombres entiers de même parité 

(tous deux pairs ou tous deux impairs); on en conclut sans peine que 

N 

-r et N' ont simultanément le signe -t- ou lé signe —, de sorte que le 

iN' 
rapport -=^ est positif. Donc z sera aussi positif pour ^ compris entre o 

et 4 /-; et attendu qu'entre ces deux limites z varie d'une manière con- 

N' 
tinue, de 00 à o, il y aura deux valeurs de ^ qui le rendront égal a v., . ?■ 

et dans l'intervalle desquelles x, et x^ deviendront imaginaires. • 

Le cas de m impair exige un peu plus de détails. Il faut d'abord se 
rendre compte des grandeurs successives par lesquelles passe la fonction 
deiî 

2^^ - 3 
'^~ ^'(3^ -h 2/0' 

quand ^ varie de 4 /- à 00 : à cet effet on prend la dérivée, qui est 



d^ F{3J -h 2^)-^ ' 

on voit que cette dérivée commence par être positive à partir de 
<î = 4 /- jusqu'à la valeur donnée par l'équation 

dont la racine positive unique varie à la rigueur un peu avec h. Quand 



II. 
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on fait h égal successivement à 

5 7 19 a6 71 97 nr 

'^ ^' 3' 4' TT' 75' 47' 56'""'^^» 

on trouve pour cette racine les nombres 

2,3i59, 2,4733, 2,4256, 2,4365, 2,433i, 2,4340, 
2,4337, 2,433a,..., 2,4338, 

et pour les valeurs correspondantes de la fonction j 

o,ï6io, ô,i322, 0,1404, o,i383, o,i388,..., o,i388. 

dr 
Au delà des valeurs précédentes de S la dérivée ^ deviendrait négative • 

et / diminuerait : c'est donc le maximum de cette fonction que nous ve- 
nons de donner, et on voit que dans aucun cas il ne dépasse une limite 
égale à 0,161. 

iN' 
Secondement nous chercherons une limitp ^piériQure ()u facteur ^ 

ou — 1^^ — - • On a par la seconde formule (iï) du n" 92 

d'où il résulte, dans l'hypothèse particulière m — i, 

i|^=.-(Mi-AN.)=/'(,-A) = i(/,-,); 

h étant toujours au-dessous de 2, -:|^ est donc, dans l'hypothèse en ques- 
tion, tout au plus égal à -• Or, comme la première travée est exclue de 

la discussion actuelle, m ne descendra pas au-dessous de 2, et quand on 
lui donnera une valeur plus forte , on diminuera par cela même l'indice 

3 
q — m-\-- ainsi que la valeur absolue du nombre N' correspondant : 

donc enfin — ne saurait dépasser la limite -? en valeur absolue. 

Ces préliminaires posés, la conclusion devient facile. Rappelons-nous 

que pour rendre imaginaires les intersections de la parabole repré^enta- 

N' N' 

tive avec l'axe des a:, il faut placer 2 entre ^,-, et ^77— — ? ce qui 

_ M — 1 M -f-i 

exige que ^ soit pris de manière à rendre z positif et supérieur à ^« Or, 
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.'c'est à quoi l'on ne pourra réussir quand m sera impair. En effet, 

3 I iN' 

^ — /w-h-et q étant de parité différente, le rapport -^ devient 

négatif; pour faire £ positif il faut alors prendre S > i /-? mais alors 
se trouve être le produit de deux facteurs dont les valeurs absolues ont 
pour limites o,ï6i et -? et par suite il ne peut atteindre ^« La condition 
nécessaire ne saurait donc être remplie. 

En résumé, sauf les cas particuliers provisoirement laissés 
de côté, nous, pouvons énoncer cette proposition : 

Pour qu'il existe des valeurs de ô susceptibles de rendre 
imaginaires les intersections avec Vaxe des x, de la parabole 
représentant t dans une travée quelconque, les moments de 
flexion produits par la charge permanente y il faut et il suffit 
que le rang de la travée soit pair et le norribre total des travées 
impair» 

Mais ce n'est pas assez d'avoir décidé si les racines Xt et x^ 
' sont réelles ou imaginaires : la fonction X que nous venons 
d'étudier n'étant applicable que dans l'étendue de la travée 
Am-iAm, depuis j: =o jusqu'à x=c, il y a lieu de rechercher 
la condition pour que les valeurs Xi, x^ se trouvent dans le 
même intervalle. 

Ces valeurs sont données par l'équation (i3), qu'on peut écrire 

V 3N'' 






si elles sont toutes deux comprises entre o et c, il en sera de même de 

leur demi-somme - c (i -h 2;), et par suite z devra tomber entre les limites 

— I et + I. Cette condition étant remplie, le sommet de la parabole qui 
représente" X sera dans l'intervalle des appuis A^^, , A„; et attendu que 
cette parabole, d'après son équation, tourne sa concavité vers les ordon- 
nées positives, on voit que ses intersections, supposées réelles, avec l'axe 
des X se feront dans la travée même ou en dehors, suivant que X,,,., et 
X„ seront positifs ou négatifs. • 

On a vu plus haut ( n° 36 ) que le premier cas est de beaucoup le plus 
ordinaire, pour ne pas dire le seul cas pratique : à cette occasion, nous 
avons précisé les conditions nécessaires pour le réaliser effectivement. Il 
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suffit ici d'y joindre les deux inégalités 

Z>— I, Z<1, 

pour être en droit d'affirmer que les racines or, et x^ seront positives et 
plus petites que c, toutes les fois qu'elles ne deviendront pas imaginaires. 
En examinant les choses de plus près, on peut reconnaître que sur les 
deux inégalités ci-dessus il y en a toujours une satisfait^d d'elle-même, en 
raison de ce fait que ^, par sa nature propre, reste essentiellement posi- 

tif. En effet, si m est pair, t|^ est positif et z ne peut devenir négatif 

qu^en prenant.^ > i /-; mais- alors on sait que la valeur absolue de z a 

pour limite supérieure - • o,i6i : donc on est certain d'avance de trouver 

z > — I , quel que soit 9. Si au contraire m est impair, — change de 
signe, et le même raisonnement prouve qu'on a nécessairement z < i. 

Ainsi donc, en résumé, les moments sur les points d'appui 
étant supposés positifs et les abscisses Xt, x-^ réelles, les points 
que celles-ci représentent seront dans la travée ou en dehors, 
suivant que ^ vérifiera ou ne vérifiera pas les inégalités 

z<i\^ si la travée est de rang pair (en comptant depuis 

l'extrémité la plus voisine ), 
z > — I, dans le cas contraire. 

La parabole représentative de X a pour équation Téqua- 
tion ( i ï) ci-dessus, qui peut se mettre sous 1^ forme 



X = /;(d — D'x-4-^:r^y 



D et D' désignant deux constantes. Son sommet s'obtiendrait 
en posant -T- = G, ce qui donne ^ = D'; l'ordonnée corres- 
pondante serait/? f D D'M? soit C/?fi% si l'on nomme C 

un coefficient déterminé par la relation 
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Or Xs, el x^ étant les deux racines de Téquation X = o, on a 

^, ^3 = 2 D ; 

de là il résulte : premièrement, que le sommet répond à l'ab- 
scisse - (j^i 4-^0» c^ Qu* ^st rendu évident d'ailleurs par la 

situation de la parabole; secondement, que le coefficient C 
peut s'exprimer par la formule 



(.6) 



2 \ ac / 



L'ordonnée Cp6' est donc toujours négative quand ^j et ;r, 

sont réelles. On remarque aussi que la différence — ^ '- 

n'est autre chose que le radical de la formule (12), ou celui 
de la formule (i3) divisé par 2. 

38. Cas particuliers d'une travée extrême et d'une travée 
centrale. — Le cas particulier d'une travée extrême rentre 
dans les formules (u) el (12) en y remplaçant c par b et sup- 
posant nul un des moments X™, X^i-i, ce dernier par exemple, 
si c'est la première travée qu'on étudie. Mais on ne doit pas 
appliquer la formule (i3) et ses conséquences, parce que la 
formule (8) employée pour exprimer les moments X« ne 
comporte pas les hypothèses m = o, m = w. 

Supposons donc, pour fixer les idées, que nous considérions 
la première travée, ce qui suffit, en raison de la symétrie : 
nous aurons, Xô étant nul, 

(17) X = X,-g. — -pa:(6 — :r), 

expression dans laquelle x représente la distance d'une section 
quelconque à l'origine ou culée Ao. On voit que X s annule 
pour deux valeurs de x toujours réelles, savoir ^, = 0, ce 
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qui était connu d'avance, et 

Cette équation peut, en vertu de la formule (7), s'écrire ainsi : 

on voit alors que ^s devient négatif en prenant d suffisamment 
grand. La limite inférieure de 9, au delà de laquelle il en sera 
ainsi, satisfait à l'équation 

ô^_65 — 3yi = o; 

on en tire par tâtonnement (*) les valeurs ci-après : 

/i=r3, 4, 5, 6, 7, 

ô=f 2,6691, 2,8473, 2,7913, 2,8o56, 2,80^7, 

n = Sy 9, 10,..., 00. 

d = 2,8027, 2,8025, 2,8025, . . . , 2,8025. 

Les valeurs de d égales ou supérieures à celles-là étant à peu 
près inusitées (**), on peut dire qu'en généval l'abscisse a:, 

(*) Dans les cas particulière de /i = 5 et /z = oc , l'équation derient 

ô"» — 6J — 5 = 0, 
d-» _ 60— 3v/3 = o. 

soit, comme on le reconnaît aisément, 

On en tire alors, par la réflohition d'équations du second degréy 

<y = i ( I ^ yÇT) = 2,7913, «y = 1 (v/3 -h v/T5 ) = 2,8035. 

4o"* 
(**) Au pont de Montiuçon, sur l'Allier, on a pris ^ = -^ — r = 2,19 ... ; 

c'est le maximum réalisé, à notre connaissance, dans les ponts existants. Au 
reste, ce n'est pas un exemple à imiter : il arrive en effet que sous certaines 
surcharges les extrémités de la poutre tendent à se soulever et à quitter leurs 
appuis, ce qui constitue un assez grave inconvénient. — f^oir l'ouvrage de 
M. Piarron do Mondésir (Calcul des Ponts métalliques, etCy p. 3j et suiv.). 
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sera positive et plus petite que 6, ou, en d'autres termes, que 
la parabole représentative du moment de flexion produit par 
la charge permanente dans une trafvée extrême coupe ordinai- 
rement Taxe des abscisses dans TintervaUe de la travée, non 
compris, bien entendu, son intersection située sur la culée 
même. 

Le sommet de la parabole répond à x= - ;r, et son ordon- 
née a pour valeur absolue - p f — j ^ si on l'exprime encore 
par Cpb^y on aura ici^ pour l'expression du coefficient C, 

f^' ^=-5(-^)' 

S'il s'agit de la travée centrale d'une poutre ayant un nombre 
impair de travées, on a, par raison de symétrie, Xn, = Xm_,, 
d'où résulte 

(20) X = X„^_, PX{C — X). 

On a d'ailleurs 



c'est-à-dire 



m — 1 = - (n — \) = q-\ — , 
2 ^ ^2 



q — m-\-^ = o; 



donc M' = 1, N' = o, et la formule (i3) devient 



(2,) l£-^,^Jl\,-.2i^tzl^\ 

^ ^ c""' — V3L NyôM3â+2//)J 

Cela posé, si m est pair, il en sera de même de 5 = m — 2, 

2 

et -4 sera positif; d'un autre côté, ^,, ~ rr pouvant prendre 

I o'(oo-4-2yi) 

une valeur quelconque entre o et -h 00, on voit qu'il existe 

des valeurs de ô susceptibles de rendre négative la quantité 

sous le radical et conséquemment les racines :tr,, x^ imagi- 

N 
naires. Au contraire, si m est impair, -^ prend le signe — , et 
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le radical ne peut plus s'annuler qu'à la condition d'avoir 3 — li* 

négatif ou d supérieur à i/ -• Mais on sait qu'alors -^r^ t-. 

reste en dessous d'une limite peu différente de Oyi4> et comme 
rrr- ne dépasse pas ^ en valeur absolue, on peut en conclure 

que la quantité entre crochets, sous le radical de la formule (ai ), 
est forcément positive. L'énoncé donné plus haut, concernant 
les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'il y ait possi- 
bilité de rendre imaginaires les intersections de la parabole 
des moments avec l'axe des Xy s'applique donc, sans aucune 
modification, aux travées centrales. 
Le sommet de la parabole qui représente l'expression (ao) 

répond à x = - c; en désignant par C, comme ci-dessus, le 

rapport de son ordonnée à p6% on a 

l'application de la formule (i6) donnerait le résultat équivalent 

Il est d'ailleurs facile de voir que si les intersections de la 
parabole des moments avec l'axe des x sont réelles, elles 
ne pourront, en général, sortir de la travée. En effet, pour 

;r = - c le moment X prend la valeur Cp6*, forcément néga- 
tive, comme le montre l'expression (a3), puisque le radical de 
la formule (21) est réel. Donc si X«_, est positif, X change de 
signe dans la première moitié de la travée, cl aussi dans la se- 
conde, à cause de la symétrie; cela suffit pour justifier la pro- 
position énoncée, car le fait d'avoir Xm-i <<> n'est guère réa- 
lisable dans la pratique (n® 36). 

39. Cas particulier d'un nombre infini de travées, — Ce cas 
limite présente, relativement aux abscisses Xx, x^, quelques 
particularités intéressantes, dont les cas pratiques se rappro- 
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chent plus ou moins, à mesure qu'on fait croître le nombre 
des travées. 

D'abord, si nous considérons une travée infiniment éloignée 
des extrémités, nous savons (n° 36) qu'on a 

X^. = X« = — /?6^.â' = r^ pc» ; 

par suite on tire de la formule (12) 

ce qu'on aurait pu déduire également de la formule (i3), en 

remarquant que les rapports -=^ et -rr- se réduisent a zéro 

pour q et m infinis (n*» 32). Ces valeurs de x sont celles qui 

conviennent à une travée encastrée par les deux bouts. 

. Maintenant, si m a une valeur finie quelconque, l'indice 

3 
q — m -h - étant infini, il en résulte (n" 32 et 33) 



M 



= 00, .N' = a., ^, = \/l'. 



par conséquent les facteurs z — ^ ? z — irp^- ^^ la quan- 
tité sous le radical, dans la formule (ï3), deviennent égaux à 
z — \/-ô\ ^^ les valeurs de x sont alors 

2^_ /N^(3-230 / /TV . 

V"" ■^Nd>(3â4-2A) • \ V 3/' 

soit, en dédoublant le signe ±, et remplaçant z ainsi que h 
par leurs valeurs, 

c 2V V3>'"^NÔ^V3(2-hôv^)' 
Ainsi nous arrivons à ce résultat remarquable que l'abscisse or, 

/Googk 
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est indépendante du rang de la travée, et qu*ene reste toujours 
la même que dans une travée encastrée. Quant à Tabscisse ^,, 
elle tend pltrs ou moins rapidement, suivant la valeur de d. 



vers 



la limite - ( i — \/â ) =0,211 324- • •> correspondante 



l'encastrement, à mesure que m augmente. 

3 

Les indices a et a — m -^- - de N et de N' étant infinis tous 
^ ' 2 

iN' 
deux, il convient de transformer le rapport -rj^» On a par la 

seconde formule (7 ) du n** 32, en négligeant les puissances de 
a" dont l'exposant est Tinfini positif, 

^ 2 v/3 2 v3 

d'où 

iW_ 
N 

or on a aussi 

a4 = ï(,_v^3): 
donc enfin 



= la 



'-«-H- 






i^^,.(,_V3)a--=l(v^-i)a' 



Les calculs précédents ne peuvent s'appliquer à une travée 
extrême. Dans la première, par exemple, on a conslamment 
j;, = : quant à ^r,, on a (n" 38) 

_,3A4- 63 — 3^ _ h 3s/3 + 6a— » 



40. 



Cas particulier ô = i /- = 1 , 2247 .... — Ce cas parti- 
culier mérite une mention , à cause de la simplicité des résul- 
tats. On a vu (n° 36) que tous les moments Xm prennent alors 

la valeur — pb^è^ ou — pc^y comme si tous les appuis inter- 
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médiaires devenaient des encastpemenls. Par conséquent, la 
formule (12) dqnne 



f=K'*v/5> 



et lés abscisses Xi, Xi sont partout les mêmes que dans une 
travée encastrée ou infmiment éloignée des appuis extrêmes. 
On a aussi, en conservant la définition précédemment attri- 
buée au coefficient G (n*»* 37 et 38), 

Dans la travée de rive A» A, on a a;, = o, et, suivant la for- 
mule (ï8), 

la formule (19) devient donc 

C= — ^ (i — ^(ÎM = — 0,0703125. 

1 41. Applications numériques relatives aux conditions qui rendent les 
abscisses x^ et x^ imaginaires^ ou qui les font sortir des limites q et c. — 
Cherchons d'abord les valeurs numériques de ^ dans Tintervalle des- 
quelles x^ et x^ cessent d'exister réellement, en attribuant à n les valeurs 
impaires,?, 5, 7,,.., et à /?? Ifs valeurs paires 2, 4,.. ., conformément 
à ce qui a été dit plus haut (n°' 37 et 38). 

i** Travées centrales, — Il faut se servir de la formule (21), en sup- 
posant successivement le nombre des travées égal à 3, 7, 11, i5,. . ., de 
manière que la travée du milieu ait un rang pair. Les valeurs corres- 

N 
pondantes de -r^ et A sont (n^ 32 et 33) : 

II lâ 

i53, 2i3i,..., 

265 3691 
753^ 573T'**" 



«.= 3, 


7, 


^-: 


II; 


h = i; 


19 
m' 
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Les racines a:^^ x^ deviendront imaginaires quand on aura 

3 — 2^' . 

^2 = 3 ^"^^5^35"+^' ^'^'^ (y< 0,8393, 

^^ = 7 '<^ ^^'(33"^+38) ' ^<o,3362, 

"" = '' ^<^ ^M 459^ + 530) ^ ^<o,ioi7, 

''=^'^ '<^¥(^^^T^^^y a^<o,o282. 

2° Secondes [ou avant -dernières) tracées» — Nous rentrons dans le 
cas général discuté au n° 37 : afin de rendre x^ et x^ imaginaires, il faut 

donc choisir è de manière que ^^^ ^. , ^ ,, . — r\ tombe dans l'intervalle de 
^ No'(3tf4-2A) 

N' * N' 3 

îTT à rrT • Gr, los iudices g et 7 — /w + - de N et de M' ou N' sont 

M'+i M'— I ' T ^ 2 

ici, en supposant /w = 2, 

n=^, 7, 9, II,..., 
^_3 579 

^2222 
3 

^_-,w-h- = i, 2, 3, 4, 

On formera donc facilement , à l'aide des tàblesyix donnés aux n^ 32 et 
33, les inégalités de condition, et l'on trouvera : 



/ 5 N \ 

Pour cinq travées I A = -î -:^ — — .3, N' = — i, '1^1' = — 2 l > 

^> ^»(g7 + io) >r ^'"^^ 0,4343 <^<o,643or); 



(*) L'inégalité 

• 3-2(?' 

se résout sans tâtonnement, car elle revient à la suivante : 

((y-hi)(3^«-H(r-i)>o, 



d'où résulte immédiatement 



*>g(-' + \/T3)." 
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Pour sept travées [a = i2, - = ii, N'= 4, M'=7], 



Pour neuf travées 



^A = Zi, S = _4i, N'=-i5, M'=-26V 



/ 265 N \ 

Pour onze travées ( A = -^ » - = i53, N' = 56, M'=;: 97 j » 

Â>I^^SS)>-^ 0.^444 <.<o.548.. 

Gomme on le voit, les deux limites de $ se resserrent de plus en plus ; 
mais elles ne deviendraient rigoureusement égales,* et le problème ne 
serait impossible, que pour « = <» . 

3** Quatrièmes trouées ( ou travées de rang n — 4 ) • ■— La supposition 

3 
iw = 4 rend Tindice gr — «i -<- - égal à i ou à 2, respectivement pour 

/2 = 9 et « = 1 1 ; on en conclut comme ci-dessus : 
Pour neuf travées (A = —j -=—41, N'= — i, M' = — ajï 

'> i'(L7stu^) >V •*'»** 9.-365 <*<o,a.63; 

/ a65 N \ 

Pour onze travées lh = —, - = i53, N'= 4, M'= 7 j 1 

J>Ffife?^>î' o,'7o4<^<o,.944. 

Ces résultats et quelques autres encore sont résumés dans le tableau 
ci-après. 
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LIMITES ENTRE LESQUELLES DOIT 


ÊTRE COMPRIS 






LE RAPPORT ^, 






NOMBRE n 


pour rendre a:^ et jc^ imaginaires, quand 


le rang m de la travée | 


des 


est égal à 






travées. 








2 


4 


6 


8 






de à 


de à 


de 


ff 


de 


à 


3 


0,0000 0,8893 


// // 


n 


// 


n 


II 


5 


0,4343 0,6436 


n // 


// 


ti 


n 


II 


7 


o,5i8i 0,5736 


0,0000 0,3362 


// 


// 


n' 


M 


9 


0,5399 0,5538 


0,1 365 0,2263 


// 


n 


tt 


II 


11 


0,5444 0,5483 


0,1704 0,1944 


0,0000 


0,1017 


tf 


II 


13 


0,5458 0,5469 


0,1792 0,1857 


o,o383 


o,ô655 


n 


II 


15 


o*,546a 0,5465 


0,1824 o,i833 


o,o483 


0,6556 


0,0000 


,0282 



Tous les exemples qui précèdent permettent de constater ce fait, que 
si une valeur de ^ est dans les limites convenables pour rendre imagi- 
naires les abscisses x^ et x^ d'une certaine travée, elle ne jouira plus de 
la même propriété pour les autres travées de la même poutre, sauf, bien 
entendu, la travée symétrique. Il n'y aura donc, an plus, que deux tra- 
vées symétriques où les intersections soient inaaginaires. 

Passons maintenant au calcul des valeurs de ^ qui feraient franchir aux 
points d'intersection, supposés réels, les limites de la travée. Si nous 
admettons que ^ a été déjà choisi de manière à rendre positifs tous les 
moments X„ sur les points d'appui (ri° 36), il suflSra (n" 37) qu'on ait 
z > I dans une travée de rang pair, ou 2 < — i dans une travée de rang 
iiïipair (les rangs se comptant toujours de l'extrémité la plus voisine), 
pour rejeter x^ et x^ hors de la travée. Cette condition revient à 



'N„ ™^3{3 — 2.ÎM 
N^^(3ô' + 2A) 



>i ou <— I, 



suivant les cas ; elle prend successivement diverses expressions, en met- 
tant des nombres au lieu de /z et /w : ainsi, par exemple, en faisant 
n = 6, m = 2, on a 



= i(«-.2) = 2, 2^ry-/w-h-j =3, A = 



— 3/, N=.4, 



Digitized by 



Googk 



ce qui donne 



POUTRES STMÉTRI^UES, ETC . 1 7 7 



et, en résolvant par tâtonnement cette dernière inégalité, 

• ^< 0,4484. 

On procéderait de même avec d'autres valeurs de n et m, sauf en ce qui 
concerne les travées de rive, pour lesquelles la question est déjà résolue, 
et les travées centrales, pour lesquelles il ji'y a pas à s'en occuper ( n"^ 38 ). 
Sans entrer dans plus de détails, voici encore un tableau des résultats 
obtenus par l'application de cette méthode. 





LIMITES AU-DESSOUS DESQUELLES DOIT ÊTRE S 


NOMBRE n 


pour faire sortir les abscisses . 


r, , x^ de leur travée 


propre, 


des 




quand le rang m de celle-ci est 




travées. 










2 


3 


4 


5 


6 


7 


4 


0,48^4 


// 


n 


// . 


// 


II 


5 


0,4343 


// 


If 


// 


ti 


II 


6 


0,4484 


0,3853 


// 


it 


tf 


tt 


7 


0,4447 


0,3494 


,/ 


n 


it 


tf 


8 


0,4457 


0,3598 


o,i58o 


n 


tt 


II 


9 


0,4454 


0,3570 


o,i36i 


II 


tf 


tf 


10 


0,4455 


o,358i 


0,1437 


0,0847 


tf 


II 


U 


0,4455 


0,3576 


o,i4ii 


0,0717 


tt 


tf 


12 


0,4455 


0,3576 


o,i4i6 


0^,0763 


0,0446 


II 


13 


0,4455 


0,3576 


o,i4'4 


0,0753 


0,0383 


II 


14 


0,4455 


0,3576 


o,i4i4 


0,0756 


o,o4oi 


0,0333 


15 


0,4455 


0,3576 


0,1414 


0,0755 


0,0396 


0,0300 



il serait sans doute superflu de développer davantage ce genre de pro- 
blèmes. Ce qui précède suffit largement pour montrer que les limites 
entre lesquelles peut se mouvoir ^ quand il s'agit, soit de rendre les 
abscisses x^ et x^ imaginaires, soit de les faire sortir de leur travée 
propre, sont en dehors des valeurs habituelles que la pratique lui 
assigne. Le fait en question sera donc très-rare dans les applications, bien 
qu'on ne puisse pas le considérer comme mathématiquement impossible. 

m. 12 
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42. Recherche de la fonction F(^). — Si nous nommons 
F(j:), comme aux n" 26 et suivants, le quotient obtenu en 
divisant par p le moment de flexion dû à la charge permanente 
seule [lequel moment s'exprimerait, en conséquence, par 
pF(:r)], il n'y aura plus maintenant aucune difficulté à déter- . 
miner complètement cette fonction. Dans une travée quel- 
conque Am-iAm, de rang m, ce sera une expression parabo- 
lique de la forme 

D;, — DLx-h-^'; 
a 

les abscisses x étant toujours comptées à partir de Tappui 
A«,_,, la comparaison de cette expression avec l'équation (11) 
du n'' 37 donne immédiatement les valeurs des coefficients D^ 
et Dm, dans une travée de rang quelconque, sauf dans la pre- 
mière et la dernière, savoir : 



D,= -X.-, = 6 



^Ai^^ 



ph^ ' 



a pc 



. /i . I X«— X«_,\ 



Pour la première travée, il faut recourir à l'équation (17) du 
n«» 38, d'où l'on tire 



D,= o. D', = 6(i-^.); 



quant à la dernière, les moments y sont les mêmes que dans 
la première, à égale distance des culées; il est donc inutile de 
s'en occuper, comme, au reste, de tout ce qui concerne la 
seconde moitié de la poutre. 

La recherche de tous ces coefficients D«, dL sera, comme 
on le voit, d'une extrême simplicité, quand on aura effectué 
par les formules (7), (8), {9) du n° 35 le calcul numérique 

X 

des rapports -j^* On trouvera ce dernier calcul tout fait dans 

le tableau V, placé à la fin du chapitre deuxième, qui s'ap- 
plique aux poutres de trois à douze travées inclusivement, 
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lorsque à prend Tune des huit valeurs 

0,7, Oj&, 0,9, 1,0, 1,1, 1,2, 1,25, 1,3, 

déjà mentionnées autre part. Nous avons même fait plus : 
afin de dispenser, autant que possible, les praticiens de tout 
usage des formules algébriques, nous avons terminé ce volume 
par un formulaire qui fournit, sans aucun calcul, les expres- 
sions successives de la fonction F [x), pour lesdites valeurs du 
rapport à et du nombre n des travées^ 

La parabole représentative de —~ aurait pour ordonnées 
correspondant aux points d'appui Ai„-i et Am les rapports 
^"TT^ -£; ses intersections avec l'axe des a; seraient aux dis- 
tances Xif ira de Am-i; son sommet répondrait à Tabscisse 
-(aTf-H j;j) et aurait pour ordonnée C (n°» 37 et 38). Nous fai- 
sons également connaître, par les tableaux VI et VII, les ab- 
scisses Xt, Xi et les maxima négatifs — C, ce qui complète 
l'ensemble des renseignements que Ton peut désirer avoir sur 
la fonction F(^), afin de se rendre un compte suffisant de ses 
grandeurs successives, et, au besoin, de calculer sans peine 
celle qui répond à une valeur donnée de la variable, dans une 
travée déterminée. ^ 

Nous aurons ainsi achevé ce que nous avions à dire sur les 
moments fléchissants spécialement dus à la charge perma- 
nente, moments dont la connaissance facilite beaucoup, ainsi 
qu'on Ta vu (n*»» 26 et suivants), la recherche des courbes enve- 
loppes. 

4.3. Remarques sur la disposition^ la construction et l'usuge 
des tableaux V, VI et VII. — La disposition de ces tableaux 
est assez claire pour qu'on la comprenne à première vue : il y a 
donc peu de chose à en dire. Eh raison de la symétrie, les mo- 
ments X^,, X;H_m sont égaux : c'est pourquoi chacun des rapports 

-j^ inscrits dans le tableau V répond à deux valeurs de Fin- ' 

dice m, qui figurent à gauche des pages, sur la même ligne 
horizontale. (Nous rappelons que/? désigne le poids par mètre 

12. 



Digitized by 



Googk 



%. 

l8o CHAPITRE DEUXIÈME, 

courant, X« le moment sur l'appui A«, c'est-à-dire sur la m""^ 
pile à partir d'une culée Ao, celle-ci n'étant pas comptée; S le 
rapport de l'ouverture c d'une travée intermédiaire, à l'ou- 
verture b d'une travée de rive.) 

Les abscisses ^„ Xt des points où le moment dû à la charge 
permanente devient nul (n® 42) sont données par le tableau VI, 
et définies par leur rapport à la longueur de la travée corres- 
pondante. Pour chaque valeur du nombre n des travées, on 
n'a calculé que les résultats relatifs aux travées dont le numéro 

,, j j, n. . ^ . 71-4-1 . 

d ordre ne dépasse pas -si n est pair, ou sr/i est impair; 

cela suffit évidemment, puisque la seconde moitié de la poutre 
doit reproduire symétriquement ce qui existe dans la pre- 
mière. Il est bien entendu, ici comme partout ailleurs dans cet 
ouvrage, que le rang d'une travée se compte toujours (sauf 
indication contraire) à partir de la rive la plus voisine. Les 
valeurs de n commencent à 3 et vont sans interruption jusqu'à 
12 inclusivement; on a calculé aussi les limites des abscisses 
en question, dans chaque travée, pour le cas de » = oo, ce 
qui a toujours conduit à des valeurs très-peu différentes de 
celles qu'on avait obtenues avec n = ii. Le tableau VI est 
donc applicable quel que soit le nombre des travées. 

Le tableau VII donne lieu à peu près aux mêmes observa- 
tions. Mais comme on n'a conservé que les trois premiers 
chiffres significatifs de chaque nombre, les limites pour » = oo 
sont plus rapidement atteintes dans chaque travée; alors le 
tableau partiel qui lui correspond se termine par une ligne de 
points qui est censée reproduire indéfiniment les résultats de 
la ligne immédiatement supérieure. Ces résultats sont donc 
vrais pour toute valeur de n dépassant la dernière inscrite dans 
le tableau partiel en question : par exemple, si l'on prenait 
= 1, » = iè, la valeur de — C serait 0,0778 pour la première 
travée, 0,0339 pour la seconde, etc. Quant aux limites vers 
lesquelles tend — C quand le rang de la travée augmente de 
plus en plus, on les déduit sans peine des valeurs de x, et X2 
trouvées au n<* 39 ; on a ainsi 

lim(— C) = -^(5% 
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ce qui, avec nos huit valeurs de d, donne successivement 

• o,o2o4» 0,0267, 0,03375, 0,0417, 
o,o5o4, 0,0600, o,o65i, 0,0704. 

Ces limites sont exactement ou très-approximativement at- 
teintes dans la sixième travée d'une poutre à douze travées: 
on peut donc admettre qu'elles le seraient toujours dans une 
travée de rang supérieur à 6, /i étant au moins égal à i3. Par 
conséquent le tableau Vil devient illimité, comme le ta^ 
bleau VI, en ce qui concerne le nombre des travées. 

On remarque dans le tableau VII deux résultats imprimés 
en chiffres plus fins, qui se rapportent à la travée centrale d'une 
poutre à trois travées, pour laquelle à prendrait l'une des va- 
leurs 0,7 ou 0,8. La raison de cette distinction, c'est que 
les abscisses Xt et Xt étant imaginaires, leur moyenne répond 
à un minimum et non à un maximum du moment fléchissant. 

Les tableaux VI et Vil se construisent par rapplicalion directe et immé- 
diate des formules (12) ou {i3), (16), (18), (19), (21), {22) ou (23), 
jointes à celles du n° 39 : il n'y a qu'à rechercher les valeurs des indices 
qui déterminent les valeurs à mettre pour les nombres M, N, h, et Ton 
obtient alors des formules où S est le seul argument { puisque a" est un 
nombre déterminé). Nous ne connaissons pas d'artifice particulier propre 
à rendre les opérations plus rapides; on peut seulement profiter, quand 
ie cas se présente, de ce que certaines quantités iigurent dans plusieurs 
formules, ce qui permet de les calculer une fois pour toutes. Pour ce qui 
concerne le tableau V, obtenu par Tappiication de la formule (S), il y a 
peut-être un léger avantage à en disposer le calcul comme il suit. 

Si, par exemple, nous voulons avoir les X„ dans une poutre à 12 tra- 
vées, $ étant égal à 1,2, nous chercherons d'abord 



3^ -h 2A = 3. 1 ,2 -+- 2 • — = — . 1476,4, 
209 209 



puis le quotient 

I 3—2^' 0,12 



= 0,000081278786. . ., 



209 3^ -H 2 A 1476,4 
que nous désignerons par /. Ceci posé, comme /z = 12, on aura ici 



(y=:-(/î — 2) = 5, ' N^=-ao9, 

/Googk 
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et de i^os 

poor le i" appui A^ ot = i. ^-hi — 1» = 5, M^,_= — Boa, 

2*appoiA, «=2. y-hi — i»i=4t 1I^,«,= 97' 

V appui A^ nï = 3, 7 -h I — /» = 3, M^,_^= — !»6, 

4* appui A^ «=4. y + i — w = !i, M,^,_=7, 

5* appui Aj OT = 5, ^ -h i — »» = i. M^,_^= — 2. 

6^ appui A, m = 6. ^ -i- ' — ot = o, M^,_^ = 1 , 

La formule ( 8 ) donnera donc 

^ = ''+... 

Or (et c'est en ceci que consiste la simplification que nous avions en 
vue), on arrive assez vite à former la suite 

e, 2f, 7/, 26/, 97/, 362/, 

en remarquant que chaque nombre est égal à quatre fois le précédent 
moins Panléprécédent : ainsi 97/ = 4.26/ — 7/, ce qui tient à la loi 
même des séries M et N (n*' 32). Après. avoir calculé 2/ et 7/ par de 
simples multiplications, on en déduira donc 26 r, 97/, 362/, savoir (*) : 

10*./, 10*. 2/, 10*. 7/, 

0,81278786, 1,62557572, 5,68951502, 

10*. 26/, 10*. 97/, 10^.362/, 

21,13248436, 78,84042242, 294,22920532. 

De là on conclut par des additions ou soustractions les valeuis de 



{*) Avec un peu d'habitude on arrive sans peine à faire simultanément la 
multiplication par 4 et la soustraction , de sorte qu'on écrit les termes de la 
série les uns sous les autres, sans calculs accessoires. 
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12X 

— TT^ j savoir, en se bornant à huit chiffres décimaux : 

i3_-i = ^»_,- 362 f = 1 ,4694229^, 

^* = ^»- 97 r=,, 4321 1596, 

•i^ = (î»4- 26f = I j442i i325, 

îi^ = (y^- 7^ = 1,43943105, 

i^ = ^^ 4- 2 ^ = 1 ,4401 6256, 

lij« = 5'-/ = ,,43991872; 

et enfin, si Ton divise ces résultats par 12, on a 
X X 'X 

^ = 0,12245191, ^, = 0,11934300, -^ = 0,12017610, 

X X X 

^,=0,11995259, ^, = 0,1200 1355, -^,=0,11999323. 

D'ailleurs il est inutile de s'occuper des indices supérieurs à 6, car la 
symétrie donne immédiatement 

■^11 ^^ -^p -^iQ == -^a? -^8^== -^3) Xg = X^, etc. 

Terminons en donnant quelques exemples de Tusage des tableaux en 
question. 

Premier exemple, — On donne une poutre de six travées; les travées 
extrêmes ont 5o mètres d'ouverture, et les autres ont 62°, 5o; le poids, 
par mètre courant de la charge permanente est ;? = 4000 kilogrammes ; 
on demande les moments de flexion que cette charge produit sur les 
points d'appui. 11 faut supposer ici 

. c 62"», 5o . 

^==1 = 1^ = '^^^'' 

le tableau V donnera en conséquence 

X, = X, = 0,127694/?^* = 1276940, 

X,= X< = 0,130927/?^^= 1309270, 

X3 = o, i29849;3^>' = 1298490, 

l'unité de moment étant le kilogramme agissant avec i mètre pour bras 
de levier. 
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Deuxième exemple, — On demande, avec les mômes données, quels 
sont les points de la poutre où le moment de flexion s'annule. Ces points 
se trouvent déflnis pat* les abscisses x^, ^,; on aura donc successivement*' 
par le tableau VI : 

Dans la première travée, outre Tappui-culée Â,, le point situé à la dis- 
tance 

^,= 0,74461.^ = 37",a3i de A,; 

Dans la seconde travée, les points situés aux distances de Tappui A^ 
jr,= 0,20726. c = 12", 954, x^= 0,78860.0 = 49", 287; 

Dans la troisième travée, les points situés aux distances de l'appui A, 
JT, = 0,21241 *c = i3™,276, x^=z 0,78897.0 = 49"*,3ii ; 

Dans les travées suivantes, des points reproduisant symétriqfiemen^ 
ceux qu'on a déjà trouvés. 

Cette considération de symétrie explique pourquoi, sous la rubrique 
« quat^ièm^ travée », par exemple, on ne fait figurer, dans la première 
colonne à gauche du tableau VI, que les poutres de sept travées au 
moins ; c'est que dans une poutre à six travées il n'y a réellement que 
trois travées à étudier : une première, commençant à l'une des culées ; 
puis, en marchant vers le milieu, une seconde, puis une troisième. Il y 
aurait de même trois travées distinctes pour une poutre de cinq travées ; 
deux pour une poutre de quatre ou de trois, etc. 

Troisième exemple, — On demande, toujours pour la même poutre, 
l'ordonnée du sommet de la parabole représentative des moments, dans 
chaque travée. Ces ordonnées ont été désignées plus haut par -«- Q,pb^ ; 
elles seront donc, d'après Le tableau VU : 

Première travée, 
0,0693/?^* ou 693000, répondante rabscisse-j', = i8'",6i5; 

Deuxième travée, 
0,0660 /?6* ou 66oopp, répondant à l'abscisse -(^,4-^J = 3i",62i ; 

Troisième traitée, 
OjoQigpb^ ou 649000, répondant à l'abscisse -(x^^+^x^) = 3i",a93. 

Résultats symétriques dans les travées suivantes. 
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§ m. — Effet spécial de la surcharge. — Division de diaqae travée 
en régions, par les abscisses x\ af, a^y or'^. 

44. Des abscisses a/, x"y x^y ^'\ — On se rappelle (n** 26) 
que lorsqu'on cherche les courbes enveloppes des moments^ 
sous la seule action de la surcharge, dans une travée de rang 
quelconque Aw-liA», on trouve ces courbes composées de plu- 
sieurs arcs de parabole ou fragments de droite, se succédant 
les uns aux autres à partir de points bien définis, dont les 
abscisses, comptées à partir de A«,_,, ont été désignées par ^, 
x"y oc^y x^^. Il convient de s'occuper, en premier lieu, de la 
recherche de ces abscisses, dans le cas des poutres dont il est 
ici question. 

Nous savons qu'on a 



x-=»-l- 



'"="(- Tir)' 



c étant, ainsi qu'au paragraphe précédent, la longueur de la 
travée, et p, y étant deux nombres des séries p, y, spéciale- 
ment relatifs à la travée dont il s'agit. Pour éviter tout malen- 
tendu à cet égard, nous rétablirons les indices : comme le 
rang est m d'un côté, /ï — m-f- i.de l'autre, (3 et y représentent 
respectivement (3™_, et y,_B„ soit encore p««, et ^n-my puisque 
les séries (3 et y coïncident dans le cas actuel (n'' 31 ). Ainsi 
nous écrirons 

ou bien, attendu que (3«-.i exprime généralement le rapport 

— -. ) 

(2) x"=C ""-' , X'"=c(i "^^ V 

Le calcul des nombres u étant fait, on en déduira facilement 
oc'* et x'"\ on pourra encore, dans les formules (2), remplacer 
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les u par leurs valeurs (i5) du n*» 33, et il viendra 



l ._ [ 2N .4-M^^.^ "I 

formules qui dispenseraient de calculer préalablement la série 
des u. On pourrait également, si Ton voulait, exprimer Nj»-i 
et M»>i en fonction de Mi»-3, Nm_s; puis N».-»» M^^^ en fonction 
de Hn^-m-tf N, „ I : on n'aurait ainsi conservé qu'un seul 
indice dans chaque formule. Mais il nous a semblé que cette 
transformation offrait peu d'avantages. 

Dans les travées extrêmes, les points répondant aux abscisses 
x'\ af" coïncident avec les appuis-culées A. ou A„ : on ne doit 
plus employer les formules ci-dessus pour les rechercher. 

Lorsque les indices m ou w — • m -h i deviennent grands, les 

0(^' x" 

rapports — ? — convergent assez rapidement vers des limites 
qu'il est aisé d'indiquer. On a vu en effet (n*» 33) que 

lim(3=— a"=:2— v^; 
donc les limites demandées seront 

lin, î! = ^-V^ ^ (a-.v/3)(3+v^) 
c 3— v^ 6 

UmÇ = ,_Hm^ = i(.-Hy/0=o;78868.... 

^r ces limites sont celles qu'on a déjà reconnues (n° 39) aux 
abscisses x,, Xt des points oii*la parabole représentative des 
moments de la charge permanente coupe l'axe des :f : il y aura 
donc souvent confusion approximative entre les points des 
deux espèces. 

Les valeurs des deux autres abscisses a;', a:'^ peuvent se cal- 
cula dans toute travée intermédiaire, par la formule (5) du 
n''^, que nous transcrivons ici de nouveau, en rétablissant les 
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indices de (3 et de y, pour plus de clarté, et en tenant compte 
de l'identité des séries p, y : 



le signe — du radical donnerait x'^ et le signe -h donnerait j;'^. 
La série |3 ayant été calculée plus haut (n^* 33 et 34 )» cette 
formule s'appliquerait sans difficulté sérieuse. On peut encore, 
pour continuer à faire ce que nous avons fait déjà dans d'autres 
circonstances, évaluer ^', a:'^ en fonction de ô, m, n : voici 
comment on procéderait. 
On a, suivant la deuxième formule (i8) du n° 33, 



^ 



2N„-«-f-M„~mâ 



et par suite, si Ton nomme P le produit des deux dénomina- 
teurs. 

Or les formules (io) et (i4) du n° 32 permettent d'écrire 



=:-N, 



II— 2/n+i » 



Mto_i M„-ai_i = — (Mn_2-f- Mb— Jm)> 
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M«_.N„-«_. -4- M„_m_.Nm_. = N^„ 

donc 

(5) P((3._.-(3,,.)=— N^,«^.(4-33'). 

Un calcul analogue nous donnera le binôme i — (3«-i^«^ : 
P(i — Pm_,(3^«) 

4- "aa { M«_,N„__«-h M^-mNm-,— M«,_,N«-^,_, — M„-m_, N„-0 ; 
= g ( M„_.— M„_3) = N. N„>,=— N;^„ 

Mm-i M»-m — M«_8 M»-m-i = - ( MJ^-l "h M„_j;„+, — M„_3 — Mn-im+t ) 

= — 3N«_„ 

Mfli—i.Nw—fli H- Mn-m N/B-i Mm-a Nb—w—i Mn-»,-! N«_8 

= N„_, — N„_3= 2N,M;,-i = — 2M„_,; 

(6) P(i — (3m^.j3„^^)=— (4-f-3ô»)N,«, — 4ÔM^,. 

De même, nous chercherons i — [3i„_,, i — (3*-^, et leur pro- 
duit : 

_^ _ 2 ( N^-. -4- N;n-.) + ( M.,. 4- M.-. ) a 

Nm_,-+- N«^, = 2 MiNm_|= 2 iN«-_i, 

Mm-.i + M«-, = 2MlMm_»= 2/M«-|, 
2/ (2Nm..l-f-3M«._A) 

un changement d'indice donne de suite 
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papsuite, en maltipliant membre à membre les deux dernières 
équations et remplaçant 4'' par — 2, il vient 



(7) 



P(.-p_,)('-|3^-) 
.=— 2(aN„_|-f-5M._|)(2N, iH-ÔM^_.) 



= — I (M^,- M;^«+,)— 45N^.— Ô'(M,^,-|-M, 



.). 



Les expressions fournies par les équations (5), (6) et ( 7 ) étant* 
portées dans la formule (4)> celle-ci devient 

en désignant par R la quantité 

.1 (4-h33')M^. + i23N„_,— (4— 33')M, 
3* (4 + 3â')N^,-)-4aM,_, 



II— Jfll-H 






Quelle que soit celle des deux formules (4) ou (8) que Ton 
préfère, le calcul en sera toujours un peu pénible; mais l'un 
des tableaux numériques donnés plus loin dispensera de l'ap- 
pliquer dans les cas ordinaires, car il fournira immédiatement 
le résultat pour les huit valeurs de d déjà considérées, m et n 
restant quelconques; et, au moyen d'interpolations, on aurait 
a/ et x^^ pour toute valeur de S comprise entre les limites 
0,7 et 1,3. 

On remarque d'ailleurs, quand on s'occupe de la construction d'un tel 
tableau par Tapplication de la formule (4), que p^^ et p,_^ convergent 
assez rapidement vers leur limite 2 — v^ = 0,2679492, et que par con- 
séquent cette formule tend à donner 'des résultats indépendants du rang m 
de la travée considérée, et du nombre n des travées, pour peu que les 
nombres m et n atteignent, le premier 4 ou 5, le second 9 ou 10. Cela nous 
a suggéré l'idée de développer x' et x^" en fonction des différences ( rapi- 
dement décroissantes avec l'indice) entre S^_, et p„:„, d'une part, et leur 
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limite commune, d'autre part. Soient donc 
OB aura, d'après ces notations. 



Donc 



7rà::=T^[-+î^(^+^)-Ar' 



soit, en développant la quantité entre crochets, par la formule du binôme, 
et négligeant les termes d'ordre supérieur au second en \ ft, 

De même on a 

Par suite, on forme Texpression des quantités qui entrent dans la for- 
mule (4)) savoir, en négligeant toujours les termes au^essus du second 
ordre : 

('-p.-)('-p.-j _ (■-/)' r, , >4-f^ , VI 

_i-/r \ + ^ , av /(V+ p'n. 

~I4-/L'^l-/' ■*"(!-/»)' (I — '')'J 

Si l'on substitue ces valeurs dans celle de — ? et qu'on développe le radi- 
cal par la formule du binôme, bornée aux termes du second ordre, on 
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trouve 

'c -''^2(1 — r) 'iii — PY 

La limite / étant égale à a — v/3, on peut encore vérifier aisément les 
relations . ^ 

ce qui permet d*écrire plus simplement 
ax _ f* — X f*' — X' 

V^L 4/v/3 8v/3/(i~/) i6v/3(i-/)J 
ou bien, en mettant 2 — \/3 au lieu de /, 

( +f6V(;|-H3)-è(V-..')(;;=-^.)]. 

Enfin, on peut réduire en nombres cette dernière formule, et Ton obtien- 
dra, en dédoublant le signe db : 

- = G, 1 2008a 16 — 0,47 39899 1 H- 0,0646853 f* 
-f- 0,096478^^ — 0,069024 f*^— o,i398a8>|i, 



(10) 



— = 0,87991784 — o,o646853> ■+- 0,4739899 fx 
-h o,o59oa4 >^ — 0,096478 /*' -4- o, 1 39828 V • 



Ces formules sont déjà très-exactes dans la seconde travée, du moins 
quand on prend S entre 0,7 et i,3; dans la troisième et les suivantes, il 
devient inutile de conserver les termes du second ordre, et Ton a des 
expressions linéaires en >, f*, d'autant plus .commodes que la petitesse de 
ces quantités permet de prendre leurs coefficients avec beaucoup moins 
de décimales que nous n'en avons mis ci-dessus. 
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Exemple. — On demande — et — dans la seconde trayée d'une poutre 
à quatre trayées, ^ étant égal à 0,7. On prend dans le tableau m : 
P«^t = P. = o,ao588a4, 

d'où résultent 

> = 2 — v/3 — o,ao^88a4 = 'o,o6ao668, 
^ = a — V^ — o,a635659 = o,oo43833, 

et en yertu des formules (10), 

X* ^x'^ 

7 = 0,09127, — = 0,87824 ; 

le calcul fait avec la formule exacte nous a donné 

î-=^ 0,09127, ^==0,87823, 

c'est-à-dire très-sensiblement les' mêmes chiffres. 

45. Cas particuliers d'une travée extrême et d'une travée 
centrale. — Nous avons déjà dit que dans la première travée, 
par exemple, les points définis jf^rx^fX"' répondent à la culée 
A«, c'est-à-dire qu'on a 

x^=x^=^o; 

il en est de même de x' (n*» 20), et x^'' est donné par l'équa- 
tion 

X^^ I I 

formule où tout est connu, puisqu'on a calculé ^„^t (n" 33 
et 34). 

Dans la dernière travée on trouverait les mêmes résultats, 
en comptant les distances à partir de la culée Aa. 

Dans une travée centrale, il faut, par raison de symétrie, 
faire (3m-i= (3»-»i : la formule (4) devient alors 



(12) — =^±i/ g — • 
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Nous avons déjà trouvé (n" 44) 



on aura, par un procédé analogue, 

1 4- {3«-. = I 



!2N„_,4-ÔMm-2 



^ 2(N;n^.— N^.) + a(M^-.— M._0 ^ 

ou bien, en remplaçant N«_,— Nm-j et M^-, — Mm-i par leurs 
valeurs respectives 2iM«_|, 6iNm~|, que donnent les for- 
mules (i4) du n° 32 (*), 

__2i(2M«-3 4-3dN«.|) 
I -h (3«-. ~ 2N.,. + aM._. 
Donc 

I — p.,. ^ ^N.,i+3M.-A 

D'un autre côté, m est ici égal à -(/i -f- 1) ou à ç H — ? si nous 

désignons, comme d'habitude, par 2ç la différence n — 2; l'in- 

dice m est donc égal à q, et comme le quotient -z^ n'est 

autre chose que le nombre A„-j ou A sans indice, on peut 
écrire 

et enfin 

(.3) _=,±^__. 

Le même résultat aurait pu se déduire de la formule (8), mais 
par un calcul un peu plus long. 



{*) U faudrait prendre la seconde et la quatrième de ces formules et y faire 

3 I 

=z m , / = -, Ni = Mt = I . ' 

2 211 

m. i3 
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Quant à x** et od^y la circonstance que J3«.i soit égal à p«.^ 
ne donne lieu à aucune remarque particulière, sauf que x" 
devient égal à * — ^, c'est-à-dire que la somme des deux 
abscisses fait la longueur de la travée. Ce fait résulte de la 
symétrie, comme conséquence immédiate. 

46. (7as particulier d'un nombre infini de travées. — Si n 
devient infini, cela n'apporte aucun changement à la valeur 
de x^9 qui dépend seulement du rang m de la travée dont on 
s'occupe; mais, n — m étant supposé infini, et m différent 

de II x'^ passe à la limite - (i-hv^)c ou 0,78868c, qu'on lui 

a reconnue plus haut. Pour m = i, on a encore, bien entendu. 

L'hypothèse 11 = 00 et m fini, introduite dans la formule (4) 
qui donne xf et ;r*^, n'y produit pas de simplification bien sen* 
sible : il faut remarquer seulement que (3..^ doit se remplacer 
par sa limite 2 — ^ ou 0,2679492. Pour ce qui concerne la 
formule (8), on observe d'abord que les puissances infinies et 
positives de a^ étant négligeables, on a, par les formules ( 7 ) 
du n° 82, 

1 2 

d'où résulte 

et, par un calcul tout semblable, 

ii^9jii4.i — lin— a a , 

substituant ces valeurs dans la formule (8) et observant que 
pour il = 00 le rapport -^^ prend (n*» 38) sa valeur limite ^, 
on trouve 

C 2 4 + 35.4.45^3 * 
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R' désignant ici la quantité 

1 . (4-t-3a^)v/3 + i2^— (4 — 3a^)v/3«^^^*-» 

3' 4H-3â»-+.4aV'3 

"^4 [44.30^-^43^3] ' 

Or, on reconnaît les idetitilés 

(24-ôv^3> = 44-3ô^-f-4âv/3, 
V/5(2 + ôv/3)* = (4-h3ô*)V^3-hi2a, 
(2-4-av/3)(2— 3v/3)=4 — 3âS 

en vertu desquelles on peut édrire la précédente formule de 
celte autre manière : 

C 2 2_^ôy^3 



{'4) 






et" 



La quantité a'^^"-* étant rapidement décroissante avec m et 
se trouvant affectée du facteur —-r-^ toujours <i et même 

2 wC 

assez voisin de o dans les cas ordinaires, on voit que — con- 



c 



verge, rapidement aussi, vers les limites 

qui répondent à m t=: ao . Tout calcul fait, ces limites sont res- 
pectivement 

x' x" 

— ==0,120082167. . . , — = 0,879917842. . . . 

Si Ton emploie les formules (10), il faut y supposer 

X = o, |X=:0, 

l3. 
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respeclivemenl pour 

^ m==x, n — m = cc. 

47. Cas particulier ô = -p= 1,1547. • • • — Nous devons 

V3 

enfin mentionner le cas où d aurait la valeur -7= ou i>i547. . •> 
qui semble être, pour la surcharge, l'analogue de ce que 

ô = y/- = 1,2247.. • 

était pour la charge permanente (n'* 40). On voit alors par les 
formules (18) et (19) du n*» 33 que tous les nombres (3 sont 

constants et égaux à leur limite 2 — v^= 7 = — a'', sauf 

les exceptions (3« = o et (3„«,= = = 7' ^^ ^^ déduit 

2 H- (5 ^3 4 

sans peine les résultats que voici : 
Dans la travée de rive A«A„ 

Dans une travée intermédiaire quelconque, 

c*esl-à-dire que les valeurs de x' ^ x"y a?'", ^'^ sont identiques à 
ce qu'elles seraient dans les travées centrales d'une poutre 
ayant un nombre infini de travées. 

48. Tableaux numériques pour le calcul des abscisses x'y x" , 
x^y x^^, — Les abscisses x" , x'" sont, comme on Ta déjà dit 
plusieurs fois, nulles dans la première travée; dans toutes les 
travées intermédiaires on les calculera facilement par les for- 
mules (i), à l'aide du tableau VIII placé à la fin du chapitre 
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deuxième, où Ton trouvera les valeurs de .7' ? . "Z"* • 

Ce tableau s'arrête quand l'indice m — i ou n — m, représenté 
par la lettre A*, atteint le nombre 7 ; mais pour toutes les va- 
leurs supérieures on n'aurait qu'à répéter dans toutes les 
colonnes le nombre 0,21 132, qui représente à moins de 

o^ooo oo5 près la limite du rapport |_^ pour Ar = 00 . 

Le tableau IX (à la suite de celui qu'on vient de mention- 
ner) fait connaître immédiatement les rapports entre x' et x^'', 
d'une part, et la longueur de la travée correspondante, d'autre 
part. Sa disposition, comme celle du tableau VI (n*» 43), sup- 
pose qu'on s'occupera seulement des travée;» dont le rang ne 

dépasse pas ~ ou > les autres devant fournir des résultats 

tout à fait symétriques. 

Pour montrer l'usage des tableaux VUI et IX, nous allons continuer 
les exemples du n^ 43, relatifs à une poutre ayant six travées de 
5o mètres et 62™, 5o; ainsi 

« = 6, b = So mètres, c = 62™, 5o, ^ = — ^ — = i ,25. 

On trouve : 
Dans la première travée, 

x'z=a^z= x'"= 0, a:''= 0,87995. 5o«= 43"',998; 
Dans la deuxième travée, 

0:" = -j-^ = 0,21739.62", 5o = i3™,587, 

•^'"= (' - tI^J c = (i - o,2ii33).62"',5o - 49'"/^9^, 

x'=o,\ 2475 . 62™, 5o = 7™, 797, 
a:''= o,88o56.62",5o = 55",o35; 

Dans la troisième travée, 

x' = -Al. = 0,21 176. 62"»,5o = 13™, 235, 

•**'"= (i - tI^) ^ -= (i - 0,211 36). 62'", 5o = 4<r,'^9o, 
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x' = o,i2o4i.6a*",5o = 7",526, 
x'''= 0,87998.62", 5o = 54",996. 

Ces calculs sont tellement simples, qu'il serait superflu de les expliquer 
avec plus de détails: nous passons donc à un autre sujet. 

§ IV. — Effet spécial de la surcharge (suite). — Moments de 
flezion produits sur les points d'appui par diverses opmbinai- 
sons de isnrcharges. 

h9. Moments de flexion sur les points d'appui quand toutes 
les travées sont surchargées de deux en deux. — Nous avons 
démontré (n** 26 et 27) que les limites positive et négative du 
moment de flexion en chaque point d'une travée répondent à 
certaines combinaisons de surcharges dans lesquelles toutes 
les travées sont surchargées de deux en deux, soit sans inter- 
ruption d'un bout à l'autre de la poutre, soit en laissant» à un 
endroit déterminé, un vide ou un plein de deux travées con- 
sécutives, après quoi recommence la surcharge de deux en 
deux travées. Pour obtenir les moments fléchissants dus à ces 
diverses combinaisons, nous devons, comme toujours, com- 
mencer par la recherche de ceux qui ont lieu dans les sections 
prises au-dessus des points d'appui. C'est ce que nous allons 
faire maintenant, en suivant une méthode pareille à celle qui 
a déjà été employée plus haut (§ II) à l'occasion de la charge 
permanente. Il ne se présentera pas plus de difficultés : seu-r 
lement nous aurons à distinguer dans chaque problème un 
assez grand nombre de cas particuliers, et à cet égard nous 
sommes obligé de solliciter d'avance la patience et l'attention 
du lecteur. 

Nous commencerons par la combinaison la plus simple, celle 
où les travées sont surchargées de deux en deux sans inter- 
ruption. Quatre cas peuvent se présenter : la poutre aura un 
nombre n de travées pair ou impair, et les travées portant la 
surcharge seront de rang pair ou de rang impair. 

Premier cas : n pair; la surcharge porte sur les travées 
paires. — La surcharge ayant un poids />' par mètre courant, 
et les longueurs des travées étant désignées comme précé- 
demment, celles de rive par 6, les autres par c ou 6â, si l'on 



Digitized by 



Googk 



pouTKBs syiiAtki<;08s, btc. 19P 

applique l'équation (10) du n« 6 à tons les groupes de deux 
travées adjacentes, on trouvera le système d'équations ci-après, 
entre les moments demandés X„ X„ Xj,. . ., X._„ X,_,: 



x,4-4x,+x,=ip'fe'ô', 

X, + 4X, + X, = 7/>'6'5». 



(.5) 



X,_, H- 4X^, + X^, = 7 p' b>i', 

X._,d + 2X._,(i + ô) = ip'6». 

Les n — 3 équations intermédiaires rentrant toutes dans la 
forme 

X« + 4X,+. •+- X^, = i />' 6'ÔS 

il est visible,, en répétant le calcul du n° 35, qu'on peut y sa- 
tisfaire par l'expression 



(16) 



X, = 4 P' *'â' -+- A a*" -h B oc"", 

24 



dans laquelle a', a" désignent les nombres que nous connais- 
sons, et A, B deux constantes arbitraires que nous allons dé- 
terminer de manière à satisfaire aux deux équations extrêmes 
du groupe. Nous aurons à remplir pour cela les conditions 

-+-2(1 H-a)/J-p'fe>a'"hAa'"-' +.Ba''«-V 
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qui, élanl ordonnées^ deviennent successivem^dt 



'^'6t(6—2d>—3d') = Aa"- (2-4-204--^) 

^/?'èMM3«— 2) = Aa'(2-dv/3)4-Ba''(2H-dv/3), 

^/>'6»(6 — 2d^— 3d*) = Aa'— (2-fdv'3)4-Ba''— (2— ÔV^). 

Or, ce sont là (sauf la forme particulière des premiers mem- 
bres) des équations que nous avons déjà rencontrées et réso- 
lues (n® 35). Dans la formule (6) du n^ 35, nous devrons sub- 
stituer 

12^^ ^ ' 

T=^/i'èM6 — 2^^—303)— ^/?' 6^3' (3Ô — 2) 
= ^p'b^i — o^), 

ce qui donne 

24 '^ \ Ny 3d4-2A Ny n-hhàj 



Cette valeur étant mise dans Tex pression (16) de X»^ celle-ci 
prend la forme ( * ) 



Xa.4-6. . .n 
m 



-24^ '^V^ N, 3â + a/l^ N, 2 + A3J 

(*) Nous rétablissons ici l'indice supérieur de X„,, pour rappeler, confor- 
mément à la convention faite dans l'exemple du n^ 29, la surcharge qui pro- 
duit les moments dont on s'occupe. 
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On remarquera qu'il n'est plus possible ici, comme dans le 
cas de la charge permanente, de rendre égaux lous les mo- 
ments Xm par un choix convenable de ô : il faudrait, en effet, 
pour produire ce résultat, annuler à la fois les multiplicateurs 
de Mg+i^ et de Ny+,_m, c'est-à-dire satisfaire simultanément 
aux équations 

3_2Ô'=0, ô'— 1 = 0, 

ce qui ne peut avoir lieu. 
Si w et ç -h I — m deviennent infinis, il faut faire 

2V'0 

i. /y'g+l— »« N „'q+l-m . 

la formule (17) devient alors 

24^ [ 2H-ôv^ J 

Pans ce cas particulier d'un nombre infini de travées, tous les 
moments X« seraient rendus égaux en prenant 

Deuxième cas : n pair; la surcharge porte sur les travées 
impaires. — Ce cas est complémentaire ( n° 24.) du précédent; 
la question peut donc se résoudre sans nouveaux calculs. En 
effet, si la poutre est complètement surchargée, la formule (7) 
du n*» 35 donne 

12'^ \ Ng 3ô-f-2/*/ 

et d'ailleurs on sait, par le théorème sur la superposition des 
effets {n« 5), que 

Xa.4.6. ..n -Y^'S-S. , . (n—i) -^i.^.^.^.. -n ^ 
m ~T" A,n Ai/i , 

ajoutant ces deux équations avec la formule (17 ) prise en signe 
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contraire, on trouve 

IYi.3.5...(i»— i) 
^P \ ^ JN, 3â + 2/l N, 2-hhdJ 

Traitée comme la formule (17), dans l'hypothèse de n et 
q + i—m infinis. la formule ci-dessus se change en la suivante : 



x--=^^'6.[a.- 



(6— 2a'~3a^)«^^"^' " 

2 -f- SfJJ 



Cette formule et son analogue du premier cas donnent pour 
limite des moments X«, quand m augmente indéfiniment, la 

quantité -jp' b^d^, soit la moitié de ce qui répond à la charge 

complète. 

Pour rendre égaux tous les moments Xi; ^*^*', n étant infini, 
il faudrait poser Téqualion 

3Ô' 4-20» — 6 = 0, 

d'où Ton déduit par tâtonnement 

ô= 1,07240. 

Uhypolhèse S = i fait coïncider les formules ( 17) et ( 18) : 
donc, quand une poutre ayant un nombre pair de travées^ 
toutes égales entre elles, est surchargée sur les travées de rang 
pair, les moments de flexion aux points d*appui sont les 
mêmes que si la surcharge passait sur les travées impaires, et 
conséquemment moitié de ceux que produirait la surcharge de 
la poutre entière. 

Troisième cas : n impair; la surcharge porte sur les travées 
paires. -— Dans ce cas, il y a une surcharge sur la ( /i — i)'*"* tra- 
vée, et il n'y en a pas sur la dernière : les équations (i5) du 
premier cas sont donc modifiées, en ce que la dernière du 

groupe a pour second membre -r p' éM% comme la première. 

Si donc on représente encore X« par la formule (16), les éqùa- 
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lions de condition pour déterminer les conslaotes A el B 
seront 

24 

Aa'«-'(2-f-ôv^3)4-Ba''*-^(2 — ôv/3) = -^p'6»ô»{3ô — 2% 

La somme des deax seconds membres deviendra 

S=-^p'ê»3»(3d — 2) 

et leur différence t sera nulle : donc on aura, en appliquant, 
comme dans le premier cas, la formule (6) du n*» 35, 

(.9) K-« ••-' = 5^;/*.a.(, + !!^.^). 

Ici Ton peut, quel que soit », rendre tous les moments 
égaux en prenant ô = -5 • Si /i est înflnî, ^^*'^*' se remplace, 

cdmioe ob Fa déjà vu, par V3a'''""~'» et A paf vf3 : il vient alors 



xr-^^-=^/i'A'â'[.4. 



■d^3 



formule identique avec celle trouvée dans le cas de n pair. 
Cela ne doit pas surprendre, car la parité de n est évidemment 
indifférente quand ce nombre est infini. 

Quatrième cas : n impair; la surcharge porte sur les travées 
impaires. — Ce cas étant complémentaire du précédent, on 
peut le traiter par le même moyen que le second, et Ton 
trouvera 

Dans ce cas, on rendrait les Xm tous égaux par la valeur de ô 
d = 1,07240. . ., 
qui satisfait à Téquation 6 — 2Ô^ — 36' = 0, déjà rencontrée il 
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y a un instant. Pour /i =r oo , on retrouverait identiquement le 
résultat du deuxième cas. 

50. Moments produits aux points d'appui par une surcharge 
dans laquelle deux travées consécutives sont surchargées, le 
surplus de la poutre Vêtant de deux en deux travées, — Les 
surcharges ainsi définies sont celles qui donnent la limite 
positive X' des moments de flexion aux environs de chaque 
point d'appui (n®26); car on sait que pour avoir cette limite 
il faut surcharger les deux travées adjacentes à Tappui, et toutes 
les autres de deux en deux. 

La question que nous avons maintenant à traiter présente, 
avec celle du n*» 49, une différence assez essentielle, quant au 
résultat qu'il s'agit d'obtenir. La surcharge de deux en deux 
travées sur la poutre entière est toujours celle qu'il faut sup- 
poser pour avoir les moments limites X' ou X'' vers le milieu 
des travées, et en conséquence nous devions, au n**49, chercher 
tous les moments Xm, l'indice m restant quelconque ; au con- 
traire, la surcharger actuellement en question ne doit être con- 
sidérée qu'aux environs d'un appui, c'est-à-dire dans les travées 
de rang m et m -h i, si cfet appui est A«. Or, pour connaître les 
moments en un point quelconque des travées A«-i Am, Afl,A«_H,, 
nous n'avons pas besoin des moments au-dessus de tous les 
appuis indistinctement : il nous suffit, suivant la formule fon- 
damentale du n*» 1, d'avoir X,»-!, X«, X«+i. Le problème se 
pose donc ainsi : ayant surchargé deux travées consécutives 
Am-, kmy AmA^m+i, et toutcs les autres de deux en deux (comme 
l'indique la dernière ligne de la Jig. 7, p. 96), oji demande 
les moments de flexion sur les trois appuis qui limitent les 
deux travées portant la surcharge non interrompue. 

Les nombres m et n pouvant être chacun pair ou impair, il 
se présente dès le premier abord quatre cas à. distinguer, dont 
chacun exigera généralement trois formules, et parfois des for- 
mules spéciales quand m sera égal à i (ou à /i — i). 

Premier cas met m pairs.—: Les travées extrêmes sont toutes 
deux vides, de sorte que les travées surchargées ont les nu- 
méros suivants : 

iy^,6,S, . . . , m, w 4- 1 , m -+- 3, m 4- 5, , , .,n — i . 
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L'équation (lo) du n" 6 appliquée à tous les groupes de deux 
travées adjacentes conduit donc au système ci-dessous, que 
nous divisons en trois groupes : 



(21) 



(22] 



x,+4x,+x,= ip'6'ô', 

• ••> 

X„_,-|-4X„_,-HX„ = i/6'ô'; 
X»,_, + 4X» -h X„+, = i/>' 6»3' ; 

X„ + 4X^, -f- X^,= 7i»' 6'ô% 
X^,+4X^,H-X^,- ^/6'â', 

...., 



Si nous nommons k un indice variable de i à m inclusive- 
ment» les équations du groupe (ii), sauf la première, seront 
satisfaites en posant 



(23) 



(24) 



?.4 



comme dans le problème précédent; de même on satisfait à 
toutes les équations (23), à part la dernière, en prenant, pour 
un indice k variable de m à /i — i , 



^f/k . 



(25) X*=-7D'ft»d» + A'a'* + B'c 

24 

de cette manière, toutes les inconnues X*, en nombre îndé- 
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terminé, sont réduites à quatre, A, B, A', B% qu'il s'agit d'abord 
de trouver : nous attribuerons ensuite à k les valeurs particu- 
lières m — I, m et m -f- 1, pour avoir nos formules définitives. 
Afin d'établir les conditions qui doivent donner A, B, A', B', 
on écrira premièrement que les expressions (24) et (25) de- 
viennent identiques pour k = m, puisque m est compris dans 
les deux séries d'indices : on trouve ainsi 

(A— A')a"«4-(B-.B')«"-=o. 

Puis on substituera les mêmes expressions dans l'équation ( 22 ) 
et dans les deux équations extrêmes du système (21, 22, 28); 
on aura de cette manière : 

(A — A')a"— -f-(B — B')a'"-' = j/?'ft^3S 
Aa'(2 — dv^)-f.Ba"(2^.dV^) = ^/è'ÔM3ô-2), 
A'a"»-'(2 + àv^)-|-B'a''«-'(2 — ôv^) = ^p'6'ô'(3d — 2), 

ce qui complète le nombre de relations nécessaires. Les deux 
premières donnent A — A' et B — B' ; par une élimination bien 
facile on obtient 

(A — A')(a'*— i)a"«-' = — jp'ft^ô^ 

et attendu que 

a'»— i=(2-f-^)'— i = 6h-4v^=:2V^(24-V^)=— ^a'A 
il vient 

A-.A'=^/i'6'ô«a''-; 

de même on trouve 

B--B'= îp/6*ô»a"». 

Éliminant A' et B% il reste les deux équations en A et B : 

Aa'(2 — ô\/3)-t-Ba"(2H-ôv^3) = i^p'6^ô*(3d — 2), 

24 
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Ao'»-' (2 -4-av^) -4-B«"«-' (2 — d^/3) 

■+■ -^/>'6»3» [(2 + à}/ï) «'-«-' — (2— âV^) a"-"-'] • 

Ces équations sont encore de même forme que celles qui 
ont servi à déterminer À et B dans les cas précédents : il n'y a 
de changé que les seconds membres, dont la somme et la 
différence sont 

La- formule (6) du n» 35 nous donne donc Aa'*-|-Ba''*, 
savoir : 

Aa'*-l-Ba''» 

par la substitution de cette valeur dans Téquation (24)» il vient 

3d — ^-h3èun^ 



x.=^/"*(.^-^Sr- 



3($ + 2A 



soit, en réunissant les termes qui contiennent le facteur m„. 



et remettant ^ au lieu de A, 



'^=i'"*(-*-^' 



-* 3Ô — 2 



3d-h2A 



(*) Le nombre i/,^,^ s'introduit ici par l'emploi de la formule (3) du n® 31. 
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La dernière parenthèse peut recevoir une forme plus simple : 
on a en effet 

ou, suivant les formules (ii) du n^32, (i5) et (17) du n'*33. 

Substituant ce résultat dans Xjt, on trouve définitivement 

Cette équation s'applique à toutes les valeurs de k qui ne 
dépassent pas m; nous pouvons donc y faire k = m — i, 
h = m, et en tirer deux de nos inconnues principales, savoir : 

ri.4.6. . .m(m-»-i) (mH-3) (iiH-5). . . (n—i) 
•» a-4-6« • ."i(m-M) (m-i-3) (im-5). . . (n— i) 

Il n'est pas d'ailleurs nécessaire, pour avoir X„+„ de pour- 
suivre le calcul commencé et de rechercher les constantes 
A^ B' : il suffit d'appliquer la formule (26], en imaginant que 
le numérotage des appuis commence au second bout A» de la 
pièce, ce qui revient à changer, dans le second membre, m en 
n — m ou en 2 ^ 4- 2 — m. Remarquant en outre qu'on a géné- 
ralement (n*" 32) 
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on trouve par ce procédé la troisième inconnue principale 

Xa.4.6. . .m (w-*-i) (rn-4-3) (rn-+-5). . .(n — i; 
m-»-i 



I» 

Les trois dernières formules présentent un inconvénient 
que n'avaient pas les précédentes, données à partir du § II : 
c'est qu'on y fait intervenir la série des nombres «, qui dé- 
pend de ô, et ne peut, comme celles des nombres M, N, A, se 
calculer une fois pour toutes. Cet inconvénient disparaîtrait si 
Ton remplaçait les u par leurs valeurs (i5) et (16) ou (17) 
du n"" 33; mais on tomberait alors dans une assez grande com- 
plication d'écriture, et le bénéfice ne serait pas bien réel. 
Nous n'avons pu d'ailleurs, malgré nos efforts, trouver de 
transformation propre à donner des formules suffisamment 
concises, tout en conservant l'avantage de n'y faire entrer d 
qu'explicitement. 

On remarquera que la première partie de ces formules est 
identique avec la formule (19), relative à une autre distribu- 
tion de la surcharge. 

Pour savoir ce que deviennent les moments X«^_i, Xm, X«+,, 
qu'on vient de calculer, dans le cas de n = 00 , m restant fini, 

il suffit d'avoir la limite des rapports ^^ï """"""' - Or les for- 

Un Un 

mules (3 ) et (4) du n" 31 donnent, en négligeant les puissances 
infinies de a'\ 

U^ !f^« ^ _ (^ + ^V3)a-"— ' _ _ _1_^^._. 
lim ""^'^^ " 



"« 2 4- ô \/3 



combinant ce résultat avec celui précédemment obtenu pour 
la formule (19), nous trouverons, dans le cas de /i = oo , 

Xa.4.C. ..m{m+i) (/ H-3) (»n->-5). . . 
m — I 



-^/''^'^'[ 



a'""-* 35 — 2n I ,. . a*^*"- 

2-+-ôv^ J 4 24-ÔV/3 



m. 14 

/Googk 
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Xa.4 .6. ..m (m-»-i) (mi4-3) (m+5) . . . 
m 

4*^ L 2-1-0/3 J 4^^ aH-ôV3 

Xï.4.6. . .m (mH- i)(»ii-*-3) (fin-S). . . 
1M-+-1 

Lorsque m augmente lui-même indéfiniment, ces trois résul- 
tats convergent vers des limites qu'il est facile d'obtenir : on 
remarquera que, d'après la formule (3) du n** 31, l'on a 

M«_.a'"--=— ^=[(2-^a>/3)a''— (2 — ôv/3)a''^-»], 
et par conséquent, pour /n = 00 , 

de même on trouverait 

lima.«"«-' = -^ lim »<„«"- = t±Èfi ., 
on en conclut sans peine 

24^^ 8^/3'^ 
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Lés coefficients — (2 — v^3), -y (i -h^3) ont respectivement 
pour valeur, en fractions décimales, 

0,022329... ei o,ii3835.... 

Deuxième cas : npair, m impair, — Les deux travées exii^ênies 
sont alors chargées, et l'ensemble des équations (21), (22) et 
(23) éprouve un changement qui consiste en ce que le second 

membre de la première et de la dernière devient yp'b' au lieu 

4 

de jp'b^à^. Les valeurs de A — A' et B — B', déterminées par 

des èonditions identiques, restent cependant les mêmes que 
dans le premier cas; mais, dans les deux équations qui, après ^ 
rélimihatiorï de A^ el B', doivent donner A et fi, la quantité 
^2(35 — 2) se trouve remplacée par 6— 2a' — 3ô\ il siifrit 
donc de remplacer la première par la seconde dans les formules 
finales du premier cas, ce qui donne : 

1^1.3.^. . .m(m+i) (m-+-3) (m-+-5). . .n 
= ^i'*H^'+-N^ 3d + .A j 



4 w» 



4 

•«> 1 .3.^. . .ifé (/h-^i){wi-4-J) (m-+-5). . .« 



6 — 20»— 3d»> 



(3o) — 24^ V ^ ]Ny 35 -h 2 A 



4^ 



— -T/j'ft'Ô» 






1 . 3 .5 . . .m {ài4-i) (<»»-»-3) (m+5). , 



(3.) 






■i/i'ô»"""' 



M« 
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et quand n tend vers l'infini, m restant fini, 



X 



i.3.5...m(m-|-i) (in-+-3)(»i-t-5)... 






XI . 3 . 5 ... m (m-hi) (m-i-B) (m-|-5) . 
m 



= -r/» * M^-^ r-F ■ M-7A' *^«- r-;^' 

24^ L a + ôv'S J 4^ 2 + dv/3 

XI . 3 . 5 . . . m (m-»- ») (m-f-3) ^m-i-5) . . . 
rn-4-i 

« ri., r*, a"-(6 — 2Ô«--3a»n .1 ,.. a"" 

a4^ L a-h^v^ J r 2 + 3^3 

ces dernières formules ont les mêmes limites que leurs ana- 
logues du premier cas, lorsque m tend lui-même vers 00 • 

On remarque, dans les formules (2g), {3o), (Si), que la pre- 
mière partie reproduit identiquement la formule (20). 

Cas particulier .• m = i. — Il est à remarquer que la valeur 
m = i ne saurait être introduite dans les formules {29), (3o) 
et (3i]. £n effet, si m a cette valeur, le système des équations 
(21) et (22)<loit se remplacer par Téquation unique 

qu'on n'obtiendrait pas en faisant m =1 dans les équations qui 
conviennent au cas général. Il faut alors poser 



Xx= -y;?'6»ô'+A'a'*+B'a' 






et déterminer A', B' par la condition : i*> de satisfaire à l'équa- 
tion précédente; 2*> de satisfaire à l'équation 

x^d-+-2X^,(n-a)= V&s 

la dernière de celles qui remplacent ici le groupe (23). Cela 
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conduit aux relations 

toujours de même forme que celles qu'on a déjà rencontrées 
plusieurs fois. La somme et la différence des seconds membres 
étant respectivement 

on arrive, par les mêmes procédés de calcul, à 

De là résultent, en faisant A- = i, fr = 2, les formules : 



■«r 1.3.4*6. . .n 

Quand n grandit indéfiniment, on doit faire 

ces valeurs, mises dans les formules (32) et (33), donnent 
pour résultat 

«■•■'■"-=rr^[K-\/^)-]' ■ 
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Il est manifeste que l'hypothèse m = n — i produirait une 
exception tout à fait analogue à celle qu'on vient d'étudier, et 
qui pourrait se traiter de la même manière; mais il est inutile 
de s'y arrêter, car les deux moitiés de la poutre étant dans des 

conditions identiques, on peut se dispenser de faire m> ^• 

TftOiuftiiB CAS : n impair, m pair, t- La première travée reste 
vide, et la dernière se trouve surchargée; par suite, le 
groupe (21) et l'équation (22) subsistent; mais dans la der- 
nière des équations ( 23 ) , 7 />' ^'5' doit se changer en j p'b*. Les 

valeurs de A— A', B— B' restent ce qu'elles étaient dans le prcr 
mier cas, et les équations finales en A el en B deviennent 

Aa'(2 — av^)H-Ba"(2-hav'3) = 4'''*'^(^^~^)' 

24 

Aa''-'(2,Hr^.V^)T^Ra'''?-'(2 — av'3i)==4p'&*(6-.r.2$*— ^5') 

La ^pmme et la différence des seconds membres étant 

S = :j^ /?' 6^3 — 20^)4- j/&^ô^M«-«, 

T = ^p'bHi — à')^^p'b^S^u,^, 

on en conclut, toujours par la même méthode, qu'on a, pour 
un indice k non supérieur à m, 

24 \ Ny 3d-|-2A 



pu, en groupant les termes en «„_«, 

M^4-i-* 3 — 2Ô' . 3Ny+.._* d^^i 



4' M» 



3Ô+3A N, 2-hhdy 
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Si l'on attribue à k les valeurs m — i et m, on obtient d'abord 
les formules : 



a .4.6.. .m(tn-\- 1) (m -»- 3) (m-»- 5). ..« 



Xa .<|.o 
fn — 1 



(34) 



4 «» 



, Um— I Un— m 



X>.4.6. •.m(m-ï- 1) rm-f-3) (m-4-5)...« 
m 



(35) I =^/'*^\^'^--Nr*3ôT^-^--T^-i-TAdj 

4 ««« 



Quant au moment X«+,, nous en écrirons provisoirement la 
valeur sans démonstration, sauf à y revenir bientôt en traitant 
le quatrième cas; cette valeur est 



X a. 4.6... m («-m) («-4-3) {m +5)...n 
m-f- 1 

(36) ( =^P^\^'^^-UT^-^-ïïr-i:Frà 



— l/^'fr^*»- 



Les limites relatives à n = oo pourraient se trouver par des 
calculs semblables à ceux du premier cas; mais il est plus 
simple de remarquer que la parité de n devient indifférente 
lorsque ce nombre est infini, de sorte que les résultats du pre<- 
mier cas doivent se reproduire identiquement, ce qui se vérifie 
en effet. 

La première partie des trois formules (34), (35) et (36) s'est 
déjà rencontrée dans le premier cas du n° 49. 

La supposition particulière m = n — i exigerait une ana- 
lyse spéciale, comme on en a fait une pour m == i ou m = » — i 
dans le deuxième cas; mais, ainsi qu'on l'a déjà dit plusieurs 

fois, il est inutile d'attribuer à m des valeurs supérieures à - • 

1 
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Quatrième cas : n et m impairs. ^— La première travée est 
alors chargée et la dernière vide. On doit en conséquence mo- 
difier le système d'équations (21), (22) et (23), en remplaçant 

dans la première jp'b^S^ par jp'b^* Rien n'est changé aux dif- 
férences A — A', B — B', mais les équations finales en A et B 
deviennent 

Aa'(2 — ôv/3)-f-Ba"(2H-dV3) = -p'6'(6-23»— 3Ô^\ 

24 

Aa'"-' (2 -f- ôv^) -f-B/^'*-' (2 ~ d\/3) = ^p'&'$M3â — 2) 

4 

La somme et la différence des seconds membres sont 



S=^^p'b^3 — 2à^)-^^p'b^à^Un^^, 



T=~p'b'{è^—i)-{^jp'b'è'Un. 



c'est-à-dire les mêmes que dans le cas précédent, sauf que 
ô* — I a remplacé i — 8^ dans la différence T ; il suffît donc de 
faire le même changement dans les formules du troisième cas, 
et l'on obtient 

Xi.3.5. ..m (m -f- t) (m-h'i) (m -|-5).. .(n — i) 
Ml— 1 

\ • /l,/^. , M,+,_„ 3 — 20' 3N^,_« I— ^' \ 

(37) I =^p'^['-^-\-JàTrh-^-iir'^^^^i 



4^ «« ' 

X«.3.5...m(m-Hi) (m -f- 3) (m-hb). . .{n— i) 

(38) -^P''[^-^ ^-'■ià + 2h^~U^':i + hS) 



4 "« 
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X 1.3.5. . .Ml (rn-f-i) (m-t-3) (m-+- 7)...(n — i) 
m-i- I 

4 "« 

On remarque encore ici, dans la première partie de ces trois 
formules, la reproduction d'une formule du n° 49 (deuxième 
cas). 

La supposition /» = oo donnerait lieu aux formules déjà trou- 
vées dans le deuxième cas du problème actuel. 

Nous avons laissé. tout à Theure sans démonstration la for- 
mule (36), et par conséquent la formule (39), qui s'en dé- 
duit, est affectée du même défaut. Il est facile maintenant de 
le faire disparaître. En effet, quand nous supposons (troisième 
cas) n impair et m pair, Tappui A« aurait un rang m' = n — m 
impair, si le numérotage commençait^ à la seconde extrémité 
de la poutre. Or, cela nous placerait dans les circonstances du 
quatrième cas; donc nous pourrons calculer X«/«„ ou, ce qui 
est la même chose, X„4.,, en mettant dans le second membre 
de la formule (37) n — m au lieu de m. Si Ton tient compte 
des égalités (n® 32) 

on arrive bien, de cette manière, à la formule (36). 

Ceu particulier ; m = i. — 11 faut encore, dans le quatrième 
comme dans le deuxième cas, une analyse spéciale lorsqu'on 
a /n = i; on la fera d'ailleurs par une méthode tout à iait 
analogue. En posant toujours 

24 ■ 
on aura, pour déterminer les constantes A', B', 

A'a' (2 ~ ô v/3) -hB'a'' (2 -4-0 v/3) = 4p'&M6 -2â»H-3(î'), 

Va'.-. (2-|-ôv/3) + B'a'^"-(2 — aV^)=î-^/&'ô'(3ô— 2). 

24 
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Les seconds membres de ces équations ont pour soodme et 
pour différence 

12 4. 

on trouve donc facilement, en procédant comme ci-dessus, 

(40)] =riP^'[^'-^ 3a-^2A -^rPÂâJ 

-"8^'' [ 3d-h3A "^a-hAâJ' 



(40 



Les limites de ces formules pour ;i = oo doivent être les 
mêmes que celles des formules (32) et (33); ce que Ton vé- 
rifie sans peine. 

Sa- Résultats, numériques fournis par r application des for- 
mules précédentes. — Nous venons de compléter Tarsenal de 
formules qui nous était nécessaire pour aborder le problème 
des courbes enveloppes des moments. Ces formules ne sont 
pas compliqi^éeis^ et l'introduction des données numériques de 
chaque problème particulier y est facile i mais elles sont nom- 
breuses^ et il faut une certaine attention pour toujours bien 
cbaisir celle qu'on doit employer. Il faut pour cela prendre 
garde à toutes les conditions concernant la parité des nombres 
m et n, ainsi qu'aux exceptions relatives à m = i ou m = n — i . 

Au reste, quand la valeur ô sera Tune des huit pour les- 
quelles nous avons déjà dressé les tableaux numérotés de I 
à IX, et que la poutre aura de trois à douze travées inclusive- 
ment, l'emploi des tableaux X et XI dispensera de recourir aux 
formules du § IV qu'on vient de lire, et partant de toutes les 
précautions qu'elles exigent. On trouve en effet dans ces ta- 
bleaux les moments de flexion produits sur les points d'appui 
par toutes les comèihaisons de surcharge qu'il peut être utile 
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de considérer I c'est donc la réduction desdites formules en 
nombres que nous donnons toute effeeluée, en ne conservant 
que/>'6* comme facteur algébrique. 

Le tableau X est consacré aux surcharges qui portent, soit 
sur toutes les travées de rang pair, soit sur celles de rang im- 
pair. Dans le tableau XI on a considéré les surcharges cou- 
vrant deux travées adjacentes et toutes les autres de deux en 
deux, et on a donné les moments de flexion correspondants 
sur les trois points d'appui qui appartiennent aux deux tra- 
vées portant la surcharge non interrompue. Dans l'un et l'autre 
de ces tableaux, comme dans les précédents, on n'a fait figu- 
rer que lés résultats relatifs à la première moitié de la poutre, 
les autres étant inutiles ou pouvant s'obtenir, si on le veut, 
par la considération de la symétrie. 

On remarquera peul-toe, dans ces deux tableau», que certaines qimn- 
tités homologues tendent un peu iFrégulièrement vers leur limite, à me- 
sure que le nombre n des travées va en augmentant. Prenons, par 
exemple, le moment X, sous la surcharge des travées de rang pair ; si n 

X 
varie de 3 à la, ^ restant toujours égal à i,i, le rapport -7^ prend suc- 
cessivement les valeurs ci-aprés : 

JVombre n des travées. Rapports Xj î p'b*. 

3.. cv,o6'2783 

4 0,066889 

5 , c^,o66884 

6 0,067177 

7 r 0,067177 

8 0,067198 

9 ••••• 0,067198 

10 0,067199 

II 0,067199 

la ^ ^ 0,067300» 

Les 4ifférQi?jçe§ djç ce sapport spnt, comme ou le voit, aggez irréguiières : 
m^is il faut ^e rappeler qu'il y a, pour le calculer, deux formules, se rap- 
portant. Tune au cas de n pair, et l'autre au cas de n impair. Les dix 
nombres ci-dessus expriment les valeurs successives de deux fonctions 
de «, ©t non d'une seule. C'est ce qui explique l'irrégularité; on la ferait 
disparaître en séparant et eonsidéranJt isoléttîént les valeurs dfe chacune 
deg ()eu-% fonctions. 



Digitized by 



Googk 



32IO CHAPITRE DEUXIÈME. 

L'usage des tableaux X et XI est très-simple ; il se comprend à pre- 
mière vue. En voici un exemple. Supposons, comme aux n"" 43 et 48, 

. // = 6, A = 5o», c=6a»5o, ^ = g = i,a5; 

soit en outre /»' = 5ooo kilogrammes. On aura : 

Pour les moments fléchissants dus à la surcharge des travées paires 
ou des travées impaires (tableau X), 

X;- ♦•« = 0,092298/?' 6» =f 11537^5, 
X5 • * • « = o,o5S35op'li' = 729375, 
Xl''''=o,o64gi5p'b'= 8ii563, 
Xî •^•* = 0,035395/9 '^»»= 44a438, 
XJ • ^ • * = 0,072576/? '^ = 907200, 
XI ^ * = o,oùi^%5p'b^ = 81 1563 ; 

Pour les moments fléchissants dus à la surchai^e de deux travées adja- 
centes, et des autres prises de deux en deux ( tableau XI), 



X|-' 
XJ-^ 

Xi-3 



4.6 



4.6 



= Oji5i3'2gp'b^= 1904025, 
= 0,042267/?'^*= 528338, 

* = 0,061 i^T.p'b* = 764900, 
*= 0,170333/?'^'= 2129166, 

* = o,o38726/?'^>* = 484075, 
♦•«= 0,043373/;'^»'= 542163, 



X;»*« = 0,173626/^'^'= 2170625. 

L'unité de moments dans ces calculs est le kilogramme agissant siir un 
bras de levier d'un mètre de longueur. 



§ V. — Courbes enveloppes des moments de flexion. 

52. Recherche des moments limites X', X!\ dusr à l'action 
isolée de la surcharge, — On a vu, au § IV du chapitre premier, 
que là solution complète du problème des moments de flexion, 
pour une poutre ayant des appuis en nombre quelconque et 
arbitrairement espacés, revient à la détermination de trois quan- 
tités X, X', X", variables d'une section à Tautre. Quand il s'a- 
git des poutres symétriques à travées intermédiaires égales, 
nous savons déjà calculer X, qui n'est autre chose que le mo- 
ment fléchissant produit par la seule action de la charge per- 
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manente, ou encore p¥{x): c'est la question que nous avons 
traitée au § II du chapitre deuxième, et spécialement aux ïï"^ 42 
et 43. Il s*agit maintenant de faire la même chose pour X' et X". 
On sait (n°26) que Tun et l'autre de ces moments limites 
est, dans toute travée intermédiaire Aa,_,A«, successivement 
représenté par cinq fonctions différentes de Tabscisse, que 
nous avons nommées 

/>7.(^)» p'M^)y p'M^h p'f*{^)f p'Mx)y 

p'^,(a:), p'^^[x), p'^:,(x), p'^^{x)y p'^i(x), 

le facteur/?' restant ainsi en évidence, et les abscisses a? étant 
comptées à partir de Torigine A«_, de la travée ; chacune de 
ces fonctions s'applique dans l'un des cinq intervalles que dé- 
terminent, conjointement avec les extrémités Am-i et A„, les 
abscisses x\ x'\ af^ x^^ ci-dessus étudiées ( n"* 44 à 48 ). Ainsi/, 
et 4^1 s'appliquent entre a: = o et j? = j?' ; / et ^^^ entre xz=z od 
et x:=x"\f^ et 4*3 entre x^=^x" et x^^x*" , et ainsi de suite- 
En y joignant F (or), cela fait en tout onze fonctions de x qui 
sont nécessaires pour définir X, X', X" dans la travée dont 
il s'agit; mais nous avons vu aussi qu'après en avoir déter- 
miné seulement quatre, savoir F,/, 4*3, /&, les sept autres s'en 
déduisent par trois soustractions seulement. Or, F(j?) nous 
est connu ; nous n'avons donc qu'à indiquer le procédé à suivre 
pour le calcul de/,(j?), ^z{x)y f^[x)y calcul en vue duquel 
ont été démontrées les formules des n°» 49 et 50. 

Entre :r = o et ar = ^', la limite positive X' répond (n** 26) 
à la surcharge des travées portant les numéros 

m, m — I, rh — 3, m — 5, m — 7,... 

jusqu'à épuisement de w, d'une part; 

m H- 2, m -h 4» m-i-6, m-{-8, m-t-io,... 

jusqu'à nou n — i, d'autre part; c'est-à-dire qu'il faut surchar- 
ger les deux travées adjacentes à l'appui A«_, et les autres de 
deux en deux. Pour une telle combinaison de surcharge, les 
formules du n*» 50 et le tableau XI font connaître X«_, et X« 
sous la forme 
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^ el jui' désignant deux coefficients numériques; donc on âura, 
par la formule fondamentale du n* 1 , 

et conséquemment 

De la même manière on trouvera XS et partant^(ar) entre 
x = x^^ ex x = c:=bd; cdiT dans cet intervalle X' répond en- 
core à une combinaison de surcharge dans laquelle on charge 
deux travées consécutives et les autres de deux en deuit, sa- 
voir les travées portant les numéros 

m, m-f-i, m-h3, m-t*5, m-H7>..' 

jusqu'à n — i ou n, et 

rH— "A, fn — 4> w^— 6, m -*- 8, /?i-*-io, *.. 

jusqu'à épuisement de m. Par les formules du n" 50 et le 
tableau XI, on aura donc les valeurs de Xm-, et X« sous la 
forme 

i//)'6% v'p'b\ 
et Von en ôonclura 

f,{s,)^vb^^{^^d--'!^^yx-h^x\ 

Enfin, on supposera la surcharge placée sur la travée Am-t A» 
et sur toutes les autres, prises de deux en deux à partir de 
celle-là, combinaison à laquelle répondent X'' dans la troisième 
région (entre x = x*^ et x = x^), ainsi que ^i(x); les for- 
mules du n*» W el le tableau X donneront alors 

X«>. = pp'&% X„=:py6'. 

De là résulte, pat ladite formule du n*» 1, 

X'^ = pp'b^^{p'^p)£^-'^p^x{bô-x), 
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et aussi 

Connaissant ces trois fonctions/, +3,/b, la solution s'achève 
aisément par les relations (3) du n" 26, qui donnent de suite 
/et^s,/3,/4 et ^p., ^1^,, ^4. 

53. Cas particuliers d'une travée de rive et d'une travée cen- 
trale, i<* Travée de rive, — Les travées de rive se divisent 
en deux régions seulement (n*» 27) : ainsi, dans la travée n° 1, 
par exemple, on ne doit considérer que les intervalles de 
^ = o à ^ = ;r'% et de a?=^*^ à a: = 6. Il n'y a donc plus 
que einq fonctions à trouver, savoir : 

F(^), /aW, /.(o:),- +a(^), U:x:), 

et même F(^) est déjà connue ( n** 42). On sait d'ailleurs (n® 27) 
qu'il suffit de connaître en outre 4^3 et^, pour en déduire, 
par deux soustractions, /a et ^^ : or, le calcul des deux fonc- 
tions 4^8 et/fc s'effectue en suivant une- marche tout à fait ana- 
logue à celle du n° 52. 

Dans le premier intervalle, de ^==o à ^ = ;r'% la limite X" 
répond à la surcharge des travées portant les numéros 

I, 3, 5, 7,..., jusqu'à n — i ou n, 

pour laquelle on sait (n'^W) calculer X, — p.^'ô', p, étant un 
coefficient dont la valeur numérique sera fournie par le ta^ 
bleau X, si w et (5 sont dans les limites cenvenables. Donc (n* 1) 

X" = p./>'6^f — i/>'^(^^^), 
et par conséquent 

r];3(^):=— /-— p,j bx-^^xK 

Dans le surplus de la travée, entre ^=:^'^ et ^ = 6, il faut, 
pour avoir X', surcharger la première travée, plus toutes 
celles de rang pair. Ce sont alors les formules du n*» 50 et le 
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tableau XI qui donnent le moment X, =vip'6'; il en résulte 
de même 

fi{a;)==—(^!.— V^bx^^X\ 

Ayant 4*3 et/s, il suffit de prendre les différences 

¥{x} — ^,{x):^fi{x), 
Y{a,)—fUx)=^,{x), 

pour compléter la solution relative à la première travée. 

2° Travée centrale. — Nous nommons ainsi une travée dont 
le milieu coïncide avec celui de la poutre, ce qui ne peut 
arriver que pour les poutres ayant un nombre impair de tra- 
vées. Il est bien facile de reconnaître que dans ce cas/i et^ 
doivent être symétriques relativement au milieu de la travée, 
de sorte qu'après avoir calculé /, on pourrait obtenir /& par 
réqualion 

f,{x)=f(bà-r-X). 

On peut aussi procéder comme s'il s'agissait d'une travée 
intermédiaire de rang quelconque : seulement le tableau XI 
ne donne plus, d'une manière immédiate, les rapports v et v' 
(n** 52) qui définissent les moments aux extrémités Ai(„_i), 
Ai(^,) de la travée. Pour les avoir, il faudra supposer une 
surcharge symétrique de celle qui répondrait à/s, et prendre 
les moments de flexion aux points symétriques; c'est-à-dire 
qu'on cherchera, par le tableau XI, le moment de flexion 
en A|(„+i) s'il s'agit de v, et le moment en Ai („>_,) s'il s'a- 
git de v'. Un exemple rendra cela plus clair. Supposons 
qu'on demande f&{x) dans la quatrième travée d*une poutre 
à sept travées égales : il faudrait avoir les moments X3 et X4 
sous la surcharge des travées n*»« .2, 4, 5, 7. Or, on a, par 
raison de symétrie, 

3 — ^* y 

V 2.4.5.7 ___ VI .3.4.0 . 
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donc le tableau XI, où sont inscrits les moments XJ^ * " 
et XJ *^ % donnera 

/=^,xr*- = J^,x--=o,.i4394. 

Le calcul de /s s'achèverait ensuite comme au n" 52. 

54.. Formulaire analeptique donnant sans calcul les fonctions 
f,/i, 4^3,/5. — En résumé, on voit qu'après avoir préalable- 
ment déterminé (n** 42) le moment X dû à l'effet spécial de 
la charge permanente [ou la fonction F(;r)], si les valeurs du 
nombre n des travées et du rapport $ permettent de recourir 
aux tableaux X et XI, la recherche des limites X' et X'^ n'exi- 
gera plus qu'un petit nombre d'opérations très-simples et très- 
élémentaires. Afin de rendre encore plus immédiate la déter- 
mination de X, X', X'^ nous avons construit un Formulaire 
analytique (voir à la fin de ce volume), où Ton trouve par une 
simple lecture les expressions àe¥ (x), fi{x)y ^^{x), fi{x), dans 
les mêmes limites de n et de i, c'est-à-dire pour les poutres 
de trois à douze travées inclusivement, dans lesquelles le rap- 
port entre les ouvertures d'une travée intermédiaire quel- 
conque et d'une travée extrême prend l'une des huit valeurs 

0,7, 0,8, 0,9, 1,0, 1,1, 1,2, 1,25, 1,3. 

Nous avons cru devoir néanmoins présenter les explications 
qui précèdent (n"» 52 et 53), tant pour faire comprendre la 
construction du Formulaire, que pour mettre le lecteur en 
mesure de traiter les cas où se présenteraient d'autres valeurs 
de n ou de d, ce qui obligerait d'employer les formules des 
§§ I, II, m et IV de ce chapitre. 

65. Recherche de la limite X"'. — Nous avons ainsi nommé, 
dans l'exemple du n* 29, la limite supérieure des moments, 
pris en grandeur absolue, qui se produisent en tout point de 
la pièce, sous l'action combinée de la charge et de la sur- 
charge. Cette limite, la seule qu'on ait ordinairement besoin 
m. i5 
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de connaître» est (n^ 2^) la plus forte, en valeur absolue, des 
deux sommes algébriques X+X' et X-t-X'' : on l'obtient en 
ajoutant le moment X dû à la charge permanente avec celui 
des deux moments X' ou X'^ qui a même signe que X, et 
prenant, bien entendu, la somme en valeur absolue. 

Or, quand la charge permanente agit seule, nous savons 
( n» 36) que les moments X„ sur les points d'appui sont presque 
toujours positifs; il n'y a d'exception que pour ceux dont 
i'indice est pair quand on donne le rang o à la culée la plus 
voisine, et encore faut-il que ô reçoive des valeurs inusitées 
en pratique : nous admettrons àonc que les X« sont, positifs 
sans exception, dans les poutres qu'on peut avoir à étudier. De 
même, en nous reportant aux résultats fournis par la discus- 
sion des n" 37 et 41, nous admettrons que X s'annule ordi- 
nairement pour deux valeurs réelles jc, et Xt de x, de sorte 
qu'il est négatif dans l'intervalle. S'il s'agit de la première 
travée, on a ^, = o. Cela posé, il en résulte comme consé- 
quence immédiate qu'on a, sauf des exceptions qu'il serait 
facile, mais peu utile, de préciser : 

Dans la première travée. 

Entre ^ = o et a?==xa X'" = — X— X^ 

Entre :c == jr, et x = b X'' = Xh-X'. 

Dans une travée intermédiaire quelconque. 
Entre :r = o et ^ = jr, 



, X^' = X + X', 

Entre x^= Xi et x :=. c 

Entre a: z=^, et x = x^ X''= — X — X". 

Puisqu'on connaît déjà x,, x-, ainsi que X, X', X'', le pro- 
blème peut être considéré comme entièrement résolu. 

56. Exemple numérique. — Supposons une poutre à six 
travées, le rapport 5 étant égal à i,25, comme dans l'exemple 
commencé au n® 43 et deux fois repris aux n~ 48 et SI. Nous ne 
fixerons pas les valeurs numériques des longueurs fr, c des 
travées, ni des intensités p et p' de la charge permanente et 
de la surcharge : ces éléments du problème figureront algé- 
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hriquemeni dans les résultats. On demande, pour les trois 
premières travées, d'indiquer les moments X, X', X", X*'. 
A cet effet, voici la marche qu'il faut suivre. 

Le moment de flexion X produit par la charge permanente 
étant exprimé par /?F(a:), on trouve d'abord dans le Formulaire 
analytique donné à la fin d>e ce volume : 

Première travée i . . . F{ar)i= — o,ZH7.Zo&bx H- - x^y 

2 

Deuxième travée. . . F(fl7)=o,i27694^' — ofiii^i^bx-\ — ^% 
Troisième travée. . . F(^)=o,ï3o927&2 — 6,62S86ibx-h'-x^(*), 



2 



On rappelle iei les valeurs trouvées au n** W {deuxième 
exemple), pour les abscisses ic, , Xj des points où X et F(^) 
s'annulent : 

Première travée rr, = o, Xi = 0,74461 b ; 

Deuxième travée a;, = 0,207260, ^2 = 0,788600; 

Troisième travée :c, = 0,21241 c, x^ = 0,78897c. 

Ces valeurs ont été fournies par le tableau VI. 

Les tableaux VIII et IX nous fournissent ensuite les ab- 
scisses x\ x"y x'", x'^'y déjà données à titre d'exemple (n® 48) : 

Première travée, 
x' = x" = x"' = o, jc«^ = 0*87995 6. 

Deuxième travée. 

^'=0,124750, ^C^rr: 0,21739 c, 

^ = (1—0,21133)0= 0,78867c, ar'' = o,88o56€. 



(*) n est essentiel de ne pas oublier que, dans chaque travée, les abscisse» 
sont comptées à partir du commencement de la travée : le numérotage des 
sppRiis et flks traitées étant £a*t comme il «st dit dans les préiti ni n a ia'cs du 
chapitre deuxième (n® 30), l'origine des x sera en A^_, pour la imnéa A^_, A^. 

i5. 
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Troisième travée. 

ar'=o,i2o4ic, jt'^z^ 0,21176 c, 
^""=(1 — 0,21 i36)c = 0,78864c, :c»^ = 0,87994 e. 

Maintenant nous prendrons dans le Formulaire les résultats 
ci-dessous : 

if^(x) = — 0,347678 éx 4- - ^% 
1 ^^[x) = — 0,464605 6j? h- - x^. 

f^ [x) = o, 1 523226' — 0,7 1 3o44 bx-^-x^, 
Deuxième travée, ^ /s{^) = o,o6ii92 6' — 0,537687 6j: -H -j?S 

1 ' 

i|;3(^) = 0,092298 6' — o,652i58ft^-h-^*. 
fi {x} = o, 1 70333 b^ — 0,7302866^ -h-x^. 



Troisième travée, . 



fi(x) = 0,043373 &' — 0,52079860: -h - ^', 

^i(x) = 0,0725766' — o,63i 111 bx -^-x*. 

Nous en déduirons immédiatement, par les relations (3) 
et (4) des n«* 26 et 27 : 

Première travée, 

/,(a:) = F(x)—ij;,(^)= 0,0922996a: (*), 
i\i^(x) = ¥(x) — fs{x) = — 0,0246286^. 



{*) Les fonctions y^(â:) duis la première travée et ^.(x) dans la seconde 
répondent à une même surcharge, celle des travées de rang pair. La première 
fonction devient égale à 0,092299^* pour x = 5, et la seconde égale à 0,0922986' 
pour j:=o : ces deux valeurs devraient être égales, car elles représentent 

toutes deux —, X*-*-'. La différence de 0,000001 h* qu'on trouve ici (et quelques 

autres du môme ordre, qu'on pourra remarquer) tient à l'influence des déci- 
males négligées. 
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Deuxième traitée. 

f,[x) = ^,[x) = Y[x) —f,{x) = o,o665o2 6» — 0,084727 ^jr, 
f^[x) = F(^) — ^i[x)r=^OyO^SZcj5b^ — Oy0297446<^9 
f,{x)=^x{x) = Y{x) — /{a:) = — o,o246286»+o,09o63o6ar, 

^^{x)=Lf,(x)y ^,{x)=f,{x). 

Troisième travée. 

f^(x)=^,(x) = Y(x)—f,[x)z=o,Qi^5^b^—o,io5i£^bx, 

/a (a:) = F [x) — ij^a (x) = o,o5835 1 b^ H- o,oo5259 bx, 

y; (^) = ^p , (:r) = F(^)—/, (j?) = —0,039406 i» 4- o, 1 04424 i:r, 

S'il y avait un plus grand nombre de travées, les mêmes 
calculs se répéteraient un plus grand nombre de fois, mais 
sans plus de difficulté ni de complication, autant du moins 
qu'on resterait dans les limites de nos tableaux numériques. 

On possède maintenant tous les éléments nécessaires pour 
écrire les équations de la limite en grandeur absolue X'", sui- 
vant ce qui a été dit au n*» 55. Voici les résultats : 

Première travée. 
Depuis X = o, jusqu'à x = Xi= 0,74461 ft, 

X'*= (0,372306/? 4- o,4646o5p') fco: — -ip-hp') x^\ 

Depuis ;r = 0,74461 &, jusqu'à a; = ^'^= 0,87995 i, 
X'"= ( — 0,372306/? -H 0,092299/?') éo: -H -px^\ 

Depuis X = 0,879956, jusqu'à :r = &, 

X"'= — (o,3723o6p -h 0,347678/?') 6^ '^\^f'^ P' )^'- 
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Deuxième travée^ 
Depuis j: = o, jusqu'à ;r = x'= o,i'2475c, 
X*" = (o, 1 27694^ -h o, iSaSaayi' ) 6' 

-^ (o,6224i4p -+- OV7 *3o44/>') fer -+- -(p + p')x*; 

Depuis :r = 0,124756-, jusqu'à a: = x,=:.o,ao726c, 
X'" = (o, 1 27694^ -h o,o665o2 p' ) i' 

— (0,622414^ -H- 0,0847^7 p') ^^ -H -/>^' ; 

Depuis ar = 0,20726e, jusqu'à j: = j:''=i 0,217890, 
X*'= — (0,127694/^4-0,061 192/?')*' 

-h (0,622414/' 4- 0,537687 p')bx [p -\-p' ) x*; 

Depuis a; = 0,21739c, jusqu'à j; = ^7,= 0,78860 c, 
X^'rir — (o, 1 27694/? -H 0,092298/ ) 6» 

-t- (0,6224 1 4p-^o,652i 58/?' )ix {p-^ p')^*'* 

Depuis X = 0,78860 c, jusqu'à x = x"'= 0,78867 c, 

X'^rzr (0,127694/? 4- 0,035395 /?')fe' 

— (0,6224 i4p-^ Of029744/»')fe^-i--p^*(*); 

Depuis X = 0,78867 c, jusqu'à .r = 07'^= o,88o56c;^ 
X'''= (o, 127694/? — 0,024628/;' ) fe* 

— (0,6224 14/^ — 0,090630/?') 6^ H — px^; 

Depuis X = o,88o56 c, jusqu'à x == c, 
X'"= (0,127694/? -h 0,061 192/?' )&=^ 

— (0,6224 i4p-f- 0,537687 /?') 6x4- -{p'hp')x^. 



(*) Cette équation, applicable à une fraction presque imperceptible de la 
travée (o",oo7 sur une travée de 100 mètres), n*e»t de«née ici que pour mé- 
moire. 
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Troisième travée. 
Depuis xz=zo, jusqu'à x = x'= 0,12041 c, 
X"'^: (o,i3o927p + o,i7o333p')i* 

— (0,625862/? 4- o,73o286/>' )bx-i'^(p '^p')x^; 

Depuis j; =1 o, 1 204 1 c, jusqu'à ^ = :r"= 0,2 1176 c, 
X'^= (o, 130927P 4- 0,087554/?' ) 6' 

— (0,625862/1 -H o, io5o64/>' ) bx H — px^ ; 

Depuis a: = 0,2 II 76 c, jusqu'à ^ = ^,==: 0,21241c, 
X'^= (0,1 30927 p -h o,o5835 !/>')*' 

— (o ,625862 /? — o ,005259/?' ) 6^ H — px^ ( * ) ; 

l)epuis 57 = 0,21241c, jusqu'à ^ = ^'"= 0,78864c, 
X*'= — (0,1 30927/? -h 0,072576/?') 6* 

H- (0,625862 /? H- 0,63 II 2 1 /?' ) 6:r — -- (/? -H /?' ) a:' ; 

Depuis .r == 0,78864c, jusqu'à ^ = ^,= 0,78897 c, 
X'^'=— (0,1 30927 p + 0,1 70333/ )&' 

-h (0,625862/? -h 0,730286/?') &x — -(/? H-/?' ):r» (**); 

Depuis X = 0,78897 c, jusqu'à x=zx^^z=i 0,87994 c, 
X'"= (0,130927/? — 0,039406/?') fc' 

— (0,625862^—0, 104424/)^^ H — px^; 

Depuis X = 0,87994 c, jusqu'à jc = c, 
X'"= {0,130927/? ■+■ 0,043373/?'*) b^ 

— (0,625862/? H- 0,520798/?' ) 6:r H — (/? 4- /?' ) ^'. 

{*) Cette équation pourrait encore être négligée dans la pratique, puis- 
qu'eUe s'applique à o,ooo65 (environ jjts) ^^ '* travée seulement. 
(**) Observation analogue. 
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57. Représentation graphique de la limite X'" dans l'exemple 
précédent. — Sur une droite horizontale 0123 {PL 17 de l'Atlas, 
Jig. 40, on a pris les intervalles 0-1, 1-2, 2-3 respectivement 
égaux à o"',ioo, 0^,126, o"*,i25, pour représenter les trois tra- 
vées dont les longueurs sont 6, c, c; en dessous de cette 
ligne» considérée cooime axe des abscisses, on a porté en 

X*' 
ordonnées ce que deviennent les rapports —j- dans Thypo- 

thèse />'== o : on a ainsi obtenu la courbe, ou plutôt polygone 
curviligne, OBCDEFGHIKLM, qui représente pour la demi- 
poutre la série de valeurs de — tj-^> abstraction faite du signe. 

Les points 0, C, £, G, I, L ne sont autres que ceux qui se 
rapportent aux abscisses Xi, Xj dans chaque travée. De même, 
on a porté au-dessus de Taxe des abscisses ce que devient 

-7JJ dans l'hypothèse p = o, en ne prenant que la portion 

de X'*' spécialement due à p' ; c'est-à-dire jjz entre les 

X'' 

abscisses Xt et Xt de chaque travée, et -7-^^ dans le surplus 

(n" 55). On a obtenu ainsi un autre polygone composé de por- 
tions droites et d'arcs de parabole, commençant également 
sur la culée et finissant ep N, au-dessus de la troisièrne pile. 
L'échelle des ordonnées est de o"*,5o pour le rapport 1 : 

X' 

ainsi, par exemple, au point 3, le rapport -^5 que l'on doit 

compter en ordonnée au-dessus de l'axe, a pour grandeur 
réelle 0,1736; son ordonnée représentative est o"»,o868. 

D'après la manière dont la figure a été construite, si l'on 
veut déterminer X'^ à l'aide de cette figure, en un point quel- 
conque de la pièce, cela sera bien facile : on cherchera d'abord 
ce point sur l'axe des x, d'après le rapport entre la longueur 
effective de la travée qui le contient et sa dislance à l'un des 
appuis; epsuiie, pour ce point de l'axe, on évaluera, en frac- 
lions du mètre, les grandeurs réelles sur le dessin {*), de Tor- 



(*) On fera bien d'employer pour cette évaluation Téchelle, remplaçant une 
règle graduée, qui se trouvé au bas de chaque planche, afin d'éviter ou d'atté- 
nuer l'erreur produite par le retrait du papier après l'impression. 
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donnée y* en dessous, el de l'ordonnée f en dessus; enfin 
Ton posera 

X-^r 2 6» (//>+/>'). 

La figure ne suppose donc aucune valeur particulière des 
données i,/?, /?', el servira toujours, pourvu que la poutre ail 
six travées, et que le rapport ô des travées intermédiaires et 
de rive soit égal à i,25. 

La même figure met en évidence plusieurs maxima par les- 
quels passe la fonction X'" et qu'il serait facile de déterminer 
directement d'après les expressions successives précédemment 
données (n° 56) de cette fonction. On remarque : 

I** Trois maxima sur les points d'appui, savoir : 

(o,i277p 4- o,i523p')6% sur la i^pile, 
(o,i3o9p -h 0,1703 /?')&% sur la 2» pile, 
(0,1298/? -h 0,1736/?') &% sur la 3® pile. 

2" Trois maxima dans l'intervalle des points d'appui. Ici les 
maxima des courbes supérieure el inférieure ne coïncident 
pas rigoureusement, et en conséquence les maxima de X" 
pourraient varier un peu en position et en grandeur avec le 

rapport^-, mais on a une approximation suffisante (et en tout 

cas une limite supérieure) en faisant la somme des maxima 
partiels au-dessous et au-dessus de l'axe des abscisses. On 
trouve ainsi : 

(0,0693/? -f- 0, 1079/?' ) 6% vers le milieu de la i" travée, 
(0,0660/? -f- o, 1 204 /?' ) 6% » » 2« travée, 

(o,o649/>H-o,i298/?')6% D » 3* travée. 

Les cotes mises à côté des ordonnées expriment le double 
de leur grandeur réelle sur le dessin, en fraction du mètre : 
ce sont donc ces cotes elles-mêmes ( et non leur double) qu'il 
faut multiplier par pb^ ou /?' 6S pour avoir les moments cor- 
respondants. Les distances horizontales sont cotées en milli- 
mètres et fractions du millimètre : en les divisant par iqo, on 
aurait leurs rapports à la longueur d'une travée de rive. 
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On sait que les limites positive et négative X' et X"" changent 
de forme quatre fois dans cliaque travée intermédiaire, quand 
l'abscisse x passe par les valeurs j/, x^, a^^ x^" : la limite X'' 
doit donc changer en même temps. Mais de plus on sait que 
X' se remplace par — X'' dans l'expression de celle-ci, ou 
inversement, lorsque x devient égal à :ri ou à :rs: ainsi cela 
fait en tout six changements de forme pour X*", c'est-à-dire 
sept formes différentes de la fonction dex qui en donne les 
valeurs. Le polygone mixtiligne représentant la portion de X"* 
spécialement produite par la surcharge doit donc en général se 
composer de sept lignes droites ou arcs de parabole. Toute- 
fois, conformément à une remarque déjà faîte (n** W), il arrive 
souvent qu'il y a égalité approximative entre ar, et 30^ y d'une 
part, Xi et x"*, d'autre part; le fait se produit surtout quand 
à est voisin de i,î ou de 1,2; alors les différences j7i — x", 
Xt — x"* devenant trop faibles pour être représentées à l'échelle 
ci-dessus définie, les sept lignes sont réduites à six ou même 
à cinq. C'est ce qui est arrivé notamment dans \^ fig^ 4*» 
deuxième et troisième travées : pour la deuxième on a 

x'" — ^5= 0,00007 c, 

et pour la troisième 

Xx — ^" =r o, 00065 C, Xi — j:"'= o,ooo33c; 

et attendu que la longueur c est représentée par laS milli-- 
mètres, on aurait respectivement pour ces trois différences 



rxinin 



,009, o"'°»,o8i, o™™,o4i. 



La plus grande n'atteindrait pas —^ de millimètre, distance trop 
faible pour qu'il y eût possibilité de la dessiner clairement. 
Nous avons donc adopté le parti de supprimer une des deux 
ordonnées qui répondent à des abscisses aussi peu éloignées 
l'une de l'autre, et nous avons inscrit deux cotes à côté de 
l'ordonnée unique qui les remplace. Comme d'ailleurs ces 
deux cotes sont toujours égales ou presque égales, cette sim- 
plification ne saurait entraîner d'erreur appréciable en' pra- 
tique. 
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Le terme du second degré dans X'" est -px^ ou -/>'xS sui- 
vant qu'on a /?'= o ou /> =: o. Tous les arcs de parabole de la 
fig. 4i auraient donc pour équation commune 

x^ 

si on les rapportait à la tangente au sommet et à Taxe princi- 
pal, pris respectivement pour axes des x et des 7. Or, une 
longueur de o™,i représente b sur le dessin; en outre, les 
ordonnées j sont réduites à moitié : donc, en appelant ar' et j' 
les coordonnées mesurées sur le dessin> pendant que x ei x 
seraient les grandeurs naturelles correspondantes, on aura 

éliminant x et/, il vient pour Téquation commune de toutes 
les paraboles du dessin 

Tous ces arcs de parabole peuvent donc être tracés avec un 
même patron, appartenant à une parabole de o'",o4 de para- 
mètre. Celle parabole aurait o"*,oi pour dislance du foyer au 
sommet : ou bien encore ce serait une parabole de o", 16 de 
corde sur o",i6 de flèche. 

68. Formulaire graphique, i" pour la poutre à deux travées 
égales, i" pour les poutres de trois à sept travées inclusive- 
ment, le rapport entre les longueurs des travées intermé-- 
diaires et de rive pouvant prendre les huit valeurs 

p,7, 0,8, 0,9, 1,0, 1,1, 1,2, 1,25, 1,3. 

— Ce Formulaire consiste uniquement dans la réunion d'un 
certain nombre de figures portant les n*>» 10 à 5o (*), et con- 
struites suivant la méthode qu'on vient d'expliquer (n" 57} à 
l'occasion de la fig. ^i : nous avons donc dû commencer par 



(*) \a fig, 10 se trouve dans la Pi. A ^ à la fin du volume; les autres for- 
ment les vingt-quatre planches de l'Atlas. 
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rechercher les équations de la limite X'*, comme au n^ Se, et 
par la répétition de calculs en tout point semblables, que nous 
avons eu soin de faire marcher parallèlement pour les huit 
rapports $, afin d'économiser le temps. Quant à la poutre à 
deux travées égales, qui ne peut être traitée de la même ma- 
nière, on trouvera son calcul un peu plus loin. 

Ces figures suffisent, comme on Ta montré (n* 57), pour 
avoir X*' en fonction de 6, />, p\ 

Elles sont toutes construites à la même échelle de o", loo 
pour représenter la longueur 6 des travées de rive, et de o"*,5 
pour représenter le rapport i en ordonnée verticale; elles 
donnent lieu d'ailleurs aux mêmes observations que la ^g*. ^i. 

Nous nous sommes arrêté au chiffre de sept travées, parce 
que les poutres de huit travées ou plus commencent à consti- 
tuer l'exception, et que celles de trois, quatre ou cinq travées 
sont de beaucoup les plus ordinaires; mais si l'on voulait pro- 
longer cette représentation graphique jusqu'à douze travées, 
en adoptant toujours les mêmes valeurs de ô, on y parvien- 
drait sans beaucoup de peine à l'aide des tableaux numé- 
riques V à XI, ainsi que du Formulaire analytique donné à la 
fin de cet ouvrage, qui renferment tous les principaux élé- 
ments à calculer, et ne laissent à faire que des opérations d'a- 
rithmétique très-simples. On pourrait aussi recourir aux ta- 
bleaux XII et XIII dont nous allons parler maintenant. 

Comme on l'a constaté au n° 57 sur un exemple particulier, 
et comme on le voit d'ailleurs en parcourant les diverses 
figures de l'Atlas, il y a vers le milieu de chaque travée un 
maximum des moments fléchissants dus à la surcharge. Pour 
compléter les renseignements déjà donnés, nous avons formé 
les tableaux XJI et XIII {voir à la fin du chapitre deuxième), 
où l'on trouve les abscisses x'' et les ordonnées' G./?'&* (en 
valeur absolue) de ces maxima. Les abscisses o;^ sont définies 
par leur lapport à la longueur de la travée correspondante; 
elles se comptent à partir de l'origine de chaque travée : 
ainsi, dans la travée Âm-iAm» leur point de départ est AiiL.i. 
Enfin, nous nous sommes contenté, comme toujours, de four- 
nir les résultats relatifs à la première moitié de la poutre. 

Les abscisses x^ peuvent également se déduire de notre 
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Formulaire analytique. Sauf de rares exceptions, les maxima 
dont nous nous occupons sont négatifs et appartiennent à la 
fonction/?' 4^3 W> ^^"^ ^^ trouve dans le Formulaire Texpres- 
sion 



/?' (ab'—^bx + ^x'y, 



le maximum s'obtient donc en faisant ^ = 6é = ^% et le 
coefficient G a pour valeur correspondante 



2 



Il y a exception, dans la seconde travée, pour les poutres à 
cinq travées, lorsque ô est égal à 0,7, parce que le maximum 
de ^^ [x) tombe en dehors des limites x", ^'% entre lesquelles 
s'applique cette fonction. Dans la travée centrale d'une poutre 
à trois travées, S étant égal à 0,7 ou à 0,8, le maximum en 
question n'appartient pas à ^z{x)y mais bien à fi(x); cepen- 
dant sa position répond à la même abscisse, qui est celle du 
milieu de la travée. 

Les tableaux XII et XIII font connaître x'^ et G pour toutes 
les poutres de trois à douze travées, le rapport ô conservant 
toujours les huit valeurs précédemment adoptées. Et même, 
en vertu d'observations déjà faites à propos du tableau VU 
(n® 43), il est applicable au moins approximativement, quel que 
soit le nombre des travées : dans chaque travée dont le rang 
n'atteint pas 7, on prendrait les résultats fournis par les deux 
tableaux, en regard du nombre n des travées, si ce nombre 
s'y trouve inscrit pour la travée dont on s'occupe ; et s'il dé- 
passe le dernier nombre inscrit, on prendra les résultats rela- 
tifs à ce dernier nombre. Dans toutes les travées dont le rang 
m est au moins 7, le nombre n atteignant ou dépassant i3, 
on pourra considérer les résultats comme égaux à leurs limites 
pour m et n infinis, car la différence est déjà faible dans la 
sixième travée d'une poutre à douze travées. 

Quant à ces limites, on les obtient en remarquant que, d'a- 
près les formules du n*» 49, les limites correspondantes des 
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momenls sur les appuis A^-i, A« sont -7/>'6'ô' : il en résulte 
qu'on a 

Vim ^Ax) =z-^ b'd'— ^ x(bè — x), 

el par suite 

1 x^ 
lim:r'=-6ô ou lira — =o,5, 

2 c 

limG= fi L\a*=:~ô». 

\8 •24/ 12 

La dernière formule conduit aux huit valeurs ci-dessous de 
limG, quand S est Tun des nombres que nous avons choisis : 

o,o4o8, o,o533, 0,0675, o,o833, 
o,ioo8, 0,1200, 0,1 3o2, o,i4o8. 

59. Remarque sur une ordonnée particulière des courbes représen- 
tant les limites X', X* dans la seconde travée, — D est assez remar- 
quable que les valeurs de X' et X" au point ayant pour abscisse x", dans 
la seconde travée ; sont constantes, quel que soit le nombre n des travées 
de la poutre. La même propriété s'étend, comme conséquence immédiate, 
au moment X dû à la charge permane4ite. 

La limite X' répond, pour ce point considéré comme appartenant à la 
région (x", .r'"), à la surcharge de toutes les travées impaires (n'*26). 
Or (n*49) les surcharges sur les 3*, 5*, 7", ...* travées donneront un 
moment nul ^n ce point : X' se réduit donc à ce que produit la surcharge 
de la première travée. On verrait de même que X^' se réduit au moment 
que donne la surcharge de la seconde travée. 

lifaintenant, si la première travée est seule surchargée, on a (n** 18] 



et par suite 



X^=lp'l^,„_~^lp't^'^^, 






Le moment en un point quelconque de la seconde travée, répondant à 
l'abscisse .r comptée depuis l'origine A, de cette travée* sera donc (n** \ ) 

X,+ (X,-X.)î=^[_«._,+ (.v-«._,)f]; 
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et attendu que l'abscisse x^ a pour valeur 

-fil 
'"+"P1 ,_^ «»^«î 

on aura pour la limite X', au point que définit cette abscisse, 
Or, les équations qui déterminent la série des u (n° Zi ) donnent 

donc la valeur ci-dessus de X' au point (x") devient 

4^(«,-^^J 4(3(^ + 2)' 

formule indépendante de w.- 

Pour avoir X" au même point, nous devons supposer la surcharge sur 
la seconde travée seule : un calcul déjà fait au n° 20 nous donne alors 

tfcX"^ j3(i-p). 
Si Ton substitue dans cette dernière valeur 

il vient finalement 

formule également indépendante du nombre n des travées. 

60. Résumé succinct des paragraphes précédents; guide pra» 
tique. — Passons maintenant brièvement en revue et posons 
comme conclusion de la théorie exposée dans les §§ I à V, la 
série d'opérations qu'il faudrait exécuter pour résoudre le pro- 
blème qui fait l'objet de ce chapitre, savoir : 
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Étant donnée une poutre symétrique, à travées intermé- 
diaires égales, posée sur des appuis au même niveau, et de- 
vant supporter : i° une charge permanente uniforme sur sa lon- 
gueur entière; s** une surcharge s'étendant sur un nombre 
arbitraire de travées, mais ayant sur les travées qu'elle re- 
couvre une répartition également uniforme ; on demande : 

Le moment fléchissant X dû à l'action isolée de la charge 
permanente, en tout point de la poutre; 

Les limites, positive et négative, X' et X", des moments que 
peuvent produire en ce même point les diverses combinaisons 
de surcharge, agissant à l'exclusion de la charge permanente ; 

La limite X*' des valeurs absolues que peut prendre le mo- 
ment fléchissant, au même point, sous l'action simultanée de 
la charge permanente et de la surcharge, celle-ci passant suc- 
cessivement par tous les états qu'il est permis de lui attribuer. 

Dans l'exposé ci-après, nous rappelons toute la solution, 
comme si le rapport S entre les longueurs d'une travée inter- 
médiaire et d'une travée de rivé ne Qgurait pas parmi les huit 
nombres 

0,7, 0,8, 0,9, 1,0, 1,1, 1,2, 1,25, 1,3, 

que nous avons plus spécialement étudiés. S'il- en était diffé- 
remment, nos tableaux numériques d'une part, et d'autre part 
le Formulaire analytique par lequel se termine cet ouvrage, 
donneraient immédiatement la plus grande partie des résultats 
cherchés; la solution serait même complète pour les poutres 
de sept travées au plus, si l'on voulait se contenter de notre 
Formulaire graphique (n^ 58), parfaitement suffisant, à notre 
avis, pour les besoins de la pratique ; pour les poutres de huit 
à douze travées, il y manquerait fort peu de chose, comme 
nous l'avons déjà dit. 

(a). On commencera par copier sur une feuille, de manière 
à les avoir soîis les yeux, les séries 

Mm, N«, h„, 

calculées une fois pour toutes aux n**» 32 et 33, l'indice m 
pouvant, dans les deux premières, être la moitié d'un nombre 
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impair. Il sera bon d'y joindre les nombres 



v/3 = 1,7320508075 68877 29348..., 
^ = ^ V^ = o,57735xj269i 89625 76449 • • • $ 

*^i = 0,75983 56856 51592 54731 8. . . . 



s/: 



On se rappellera que l'indice q désigne dans les formules 
-[n — 2), n étant le nombre des travées, et que h sans indice 

M 

désigne A|^_a ou A,y, égal au quotient ^• 

(b). On déduira des longueurs données des travées le rap- 
port 

^ longueur d'une travée intermédiaire 

longueur d'une travée extrême 

qui lui-même servira à calculer les séries des nombres u^ 
et p«, suivant les formules des n*»» 31, 32 et 33. Pour la série 
des Uy le procédé le plus commode semble être de calculer 
d'abord 

puis d'aller de proche en proche au moyen de la relation 

qui donne successivement M3» «4, "s, . . . jusqu'à w„_, ; d'ail- 
leurs on déduit Un de l'équjition 

Un = 2(1 + à)Un^x tt„_îd. 

Quant à la série des nombj^es p, on a Po= o, et l'on trouve par 
divisions successives 

W«-i 



P«-.. = - 



Itm 



(c). On calcule par les formules du n° 35 les moments de 
flexion X« sur les points d'appui, spécialement produits par 
la charge permanente. Provisoirement on ne réduit pas en 

m. 16 
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nombres le facteur pb^ qui entre dans ces formules. On cal- 
cule ensuite (n" 37 à 42) ; 

X 

L'expression du rapport —fz pour un point quelconque, 

Les maxima de ce rapport. 

Les abscisses Xt, x, (presque toujours réelles) des points 
où le moment X change de signe, en passant par zéro. 

(d). On calcule par les formules des n"* kk à 47, et pour 
chaque travée, les abscisses désignées par j/, af, acfy x^^ dans 
la théorie générale des n°* 26 et 27, abscisses qui sont celles 
des points où l'expression algébrique des limites X% X'^ change 
de forme. 

(e). Supposant une surcharge sur la longueur entière de la 
poutre, mais de deux en deux travées seulement, alternative- 
ment sur celles de rang pair et celles de rang impair, on cal- 
cule les moments de flexion aux points d'appui, par les for- 
mules du n® 49; on y laisse encore figurer algébriquement le 
facteur p^h^. Il faut avoir soin d'ailleurs de bien choisir la for- 
mule convenant au cas que l'on traite, suivant la parité des 
nombres m et n. 

Comme la surcharge sur les travées paires et celle sur les 
travées impaires sont complémentaires (n** 24], les résultats du 
calcul qu'on vient d'effectuer servent de contrôle à ceux qu'on 
a trouvés pour la charge permanente : on a, en effet, 

X2.4.«.t...-,1.3.».7... Y 1.3. 3.4. S... 

Réciproquement, étant donnés les moments X« dus à la charge 
permanente (ou plutôt leurs rapports à pb^) et l'un des rapports 

"* ,,, — OU '" ,,, — ? on peut en conclure l'autre; mais il est 
p'à^ p' b^ ^ 

peut-être préférable de profiter du moyen de vérification qui 

se présente ici. 

(/). On supposera ensuite une surcharge couvrant les deux 



(*) Suivant une notation que nous avons fréquemment employée, les indices 
supérieurs accolés à la lettre X désignent les numéros d'ordre des travées sur- 
chargées. 
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travées contiguës à un ^ppui Am, et le surplus de la poutre de 
deux en deux travées; les formules du n** 50 feront connaître^ 
sous cette surchargé, les moments de flexion en A«-„ A«, 
A«H.i. On répétera le même calcul en faisant varier m depuis i 

jusqu'à -n ou-(ii — i) inclusivement, de manière à parcourir 

la demi -poutre. On conservera encore le facteur algébri- 
que/^' 6*. 

Le n*» 60 renferme un assez grand nombre de formules pour 
cet objet : oti prendra bien garde aux conditions de l'emploi 
de chacune d'elles. 

(g). Les choses étant à ce point, on aura tout ce qu'il faut 
pour déterminer les limites X' et X'^, suivant la marche indi* 
quée aux n^ 52 et 53; on en déduira (n*» 55) la limite X''', qui 
est ordinairement le but final du calcul des moments. Ayant 
les expressions algébriques de X'", il sera facile de les repré* 
senter par des courbes, d'avoir les maxima, minima, etc. 

Enfin, pour l'application usuelle, on effectuera le produit 
des divers coefficients par les facteurs />6* ou p' 6% conservés 
jusqu'à présent sous forme algébrique. 



§ VI. — Questions diverses concernant les poutres ssrmetricpies 
et à travées intermédiaires égales. 

61. De la poutre à deux traitées égales. — * Quand la poutre 
est soumise à la charge permanente, à raison de ;> kilogrammes 
par mètre courant, si b désigne la longueur de l'une des tra- 
vées, on aura, pour déterminer le moment de flexion Xi sur 
l'appui central, l'équation (lo) du n* 6, qui devient ici 

4Xi = -p6S soit X, = g/?6% 

attendu que les moments X«, Xi sur les deux culées sont nuls. 
Par suite, le moment X spécialement produit par la charge 
permanente est, à la distance x d'une culée, 

(1) X=rgp6>.f-ip^(6-^) = -|p6xH-ip^^ 
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Celle expression représenie une parabole ayant pour coordon- 
nées du sommel 

3 
X, d'abord négatif à partir de or = o, s'annule pour x=jby 

et croît ensuite jusqu'à o,iiSpb% maximum positif qu'il atteint 
pour x = b, c'est-à-dire sur l'appui du milieu. 

Pour avoir la limite positive X' des moments dus à la sur- 
charge seule, on sait (n"* 27] qu'il faut d'abord supposer la sur- 
charge de la travée n« a (si c'est de la première qu'on s'oc- 
cupe) : on obtient ainsi X' entre ar = oetar=une certaine 
abscisse :r*'. Depuis x = x^" jusqu'à a? = ft, X' répond à la sur^ 
charge complète des deux travées. Or, si une seule travée 
porte la surcharge, Téquation (lo) du n® 6 devient 

4X,= 2p'6», d'où Tli, = ±p^b'; 
donc on aura : 

De jr = o à :r = x^", 

(2) li! = ^p*bx; 
De :f == :f'' à ^ =: 6, 

(3) X'=-|/>'6j;-+.i;>'a7». 



La somme X'-4- X'' devant (n® 24-) reproduire 

^pfbx^^p'x\ 



X 4- ou K i 

p 



il en résulte immédiatement : 
De ^ = o à x=z j?»% 

l^" = —\p'bx-h-p'x*; 
Dear=:a:"^ à x = b,, .X"=o. 
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L'abscisse a:'% qui est celle où l'expression (3) doit rem- 
placer (2), pourrait être déterminée en posant 

on obtient de cette manière a:*^= ^ b. C'est ce qu'on trouve- 
rait aussi par la formule générale 

car dans une poutre à deux travées égales on a 

de sorte que le nombre ^i ou yi (le seul à considérer ici) a 

pour valeur y 

Il ne reste plus qu'à trouver la limite X'* des moments de 
flexion produits par l'action simultanée de la charge perma- 
nente et de la surcharge, ces moments étant pris en grandeur 

3 
absolue. Or, X est négatif de o à -^ 6, et positif au delà : donc, 

suivant les principes généraux (n° 24), il faut prendre : 

Dea:=:o à x = -jb, 
4 

De X =:-Tb h x = '^by 
4 o 

\''=^{-6p^p')bx-h^px^; 



1)ex = ^b à x = b, 
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C'est avec ces trois expressions de la limite X' qu'on a 
construit la^^. lo {PL A, à la fin du volume)^ faisant partie 
du Formulaire graphique (n*" 58). 

62. Nécessité de tenir compte des écarts qui pourraient 
exister entre le polygone primitif et le polygone définitif des 
appuis. — Afln de bien faire comprendre notre pensée et d'é- 
viter toute ambiguïté, nous donnerons d'abord une définition 
précise de ce que nous entendons par polygone des appuis. 
Les appuis réels ou matériels sont les sommets des piles ou 
culées, sur lesquels repose la face inférieure de la poutre : 
mais à ceux-là nous en substituons fictivement d'autres, qui 
sont les points de la fibre moyenne situés verticalement au- 
dessus des premiers (*). En réunissant chacun de ces points 
d'appui fictifs au suivant et au précédent, par des lignes 
droites, on forme le polygone des appuis. Nous rappelons 
d'ailleurs que nous entendons par forme naturelle ou primi- 
tive d'une pièce, la forme qu'elle aurait si on la construisait en 
juxtaposant et liant entre eux ses divers éléments, mais sous 
la condition expresse de ne soumettre la matière à aucune 
pression ni tension intérieure, comme cela aurait lieu, par 
exemple, dans une pièce d'un seul morceau, placée sur un 
cintre ou chantier qui la soustrairait, pour ainsi dire, à l'ac- 
tion de la pesanteur. La forme définitive, au contraire, est 
une autre forme d'équilibre, qu'elle conserve quand elle est 
mise en place et abandonnée à l'action des charges, qui pro- 
duisent simultanément de légères altérations de la figure pri- 
mitive, et des tensions moléculaires plus ou moins notables. 
Les points d'appui fictifs pouvant être marqués sur la fibre 
moyenne construite avec l'une ou l'autre de ces formes, il en 
résulte qu'on peut aussi considérer deux polygones des appuis, 
se rapportant, Tun à l'état primitif, Tautre à l'état définitif de 
la poutre. 

Cela posé, on a vu que dans toute la théorie des poutres à 
plusieurs travées solidaires, depuis le §11 du chapitre premier. 



( *) Nous raisonnons toujours comme si les supports n'avalent aucune épais- 
seur paraUèlement à Taxe longitudinal de la poutre. 



Digitized by 



Googk 



POUTRES SYMÉTRIQUES, ETC. 1^ 

nous avons constamment admis la nullité des ordonnées de la 
fibre moyenne définitive, par rapport à la fibre moyenne pri- 
mitive, pour les points situés au-dessus des appuis. Cet 
énoncé, que nous avons adopté provisoirement parce qu'il 
était le plus bref, laisse encore subsister un peu de vague; la 
forme seule de la fibre moyenne primitive est, en effet, bien 
déterminée par sa définition, mais sa situation ne Test pas 
d'une manière absolue. On aura, une condition parfaitement 
claire et précise, en disant que le polygone primitif et le po- 
lygone définitif des appuis doivent être superposables ; ou, ce 
qui revient au même, que le polygone primitif des appuis 
doit rester invariable de forme pendant la déformation impri-- 
mée à la poutre par Inaction des charges. Il sera permis alors, 
dans la formule (6) du n** 2, de supprimer les termes en ji, jj, 
yi, aussi bien que si ces ordonnées étaient nulles : car la quan- 
tité entre crochets dans le premier membre peut s'écrire 

on voit donc qu'elle exprime la somme des rotations prises 
en dessous de l'horizontale, et autour du centre A (fig. 2, p. 6), 
par deux côtés consécutifs AB, AB' du polygone primitif des 
appuis, somme nécessairement nulle quand l'angle BAB' ne 
varie pas. Par conséquent, on arriverait de cette manière, avec 
l'hypothèse des charges uniformes, à la formule (10) du n** 6, 
dont nous avons fai^ un usage si fréquent et si étendu. 

Ainsi donc, si après avoir construit la poutre sur chantier, 
avec des tensions intérieures nulles, on pouvait la mettre en 
place SANS LA. DÉFORMER LE MOINS SU MONDE, il faudrait qu'alors 
elle touchât naturellement tous ses appuis, ceux-ci étant sup- 
posés posséder une fixité absolue ou étant pris dans la situa- 
tion finale où ils se trouveront après tous leurs tassements. 
Cette hypothèse restrictive est essentielle pour la rigueur de 
nos déductions. Mais s'il en était différemment, si, par exem- 
ple, une poutre parfaitement rectiligne sur le chantier de con- 
struction, et possédant une section de hauteur constante, était 
placée sur des supports qui ne seraient pas en ligne droite 
après leurs tassements, les conditions du calcul seraient tota- 
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lement changées : dans certains cas particuliers, il pourrait y 
avoir bénéfice pour la stabilité, et perte dans d'autres/ Une 
variation de niveau, en apparence insignifiante, qu'éprouvera 
un appui, peut avoir sur l'intensité des moments de flexion 
une influence considérable : c'est ce que nous allons montrer 
par un exemple. 

Soit donnée une poutre en tôle, à trois travées égales, rigou- 
reusement droite dans Tétat naturel, qui doit supporter la 
charge uniforme de p kilogrammes par mètre courant; ses 
quatre appuis étant A«, Ai, As, A„ nous supposerons que le 
second et le troisième se trouvent à des dislances /„ /, de la 
ligne droite A.A» qui joint les deux extrêmes. Nous nomme- 
rons enfin : 

b l'ouverture commune des travées; 

El = e le moment de flexibilité de la section transversale, 
supposée constante sur toute la longueur de la poutre; 

I le moment d'inertie de cette section, h sa hauteur mesu- 
rée perpendiculairement à l'axe de flexion; 

Xi, Xsles moments fléchissants aux points Ai, As. 

L'équation {9) du n*» 6, appliquée successivement aux deux 
couples de travées A^A,, A» A, d'une part. A» As, As A, d'autre 
part, donne 

de là résultent les valeurs 

Imaginons maintenant que les accidents de construction ou 
les fautes commises dans le nivellement aient eu pour consé- 
quence de faire 

f_P^' f Pf>\ 
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les deux dernières équations font voir alors que X, s'annule, 
que Xi prend une valeur double de celle qu'il aurait pour 
y;=/2=o, et que par conséquent la loi des moments de 
flexion éprouve un bouleversement complet : notamment, la 

limite supérieure de ces moments devient -^pb^ au lieu de 

—pbK 

Ces grandeurs que nous attribuons à /I et/» ont-elles quelque 
chose d'inusité et pratiquement peu réalisable? Non, en aucune 
façon, car elles sont comparables aux flèches que les travées 
prennent sous la charge, et ne doivent pas dépasser quelques 
centimètres, même avec d'assez grandes portées. Afin de le 
montrer en continuant notre exemple, supposons que le con- 
structeur, comptant sur la nullité de/i et de fi, ait pris — pb* 

pour valeur du moment fléchissant maximum; la section trans- 
versale ayant une forme quelconque symétrique relativement 
à l'axe de flexion, aura dû être déterminée de manière qu'on 
ait 

relation dans laquelle R désigne le plus grand effort par unité 
de surface auquel on veut soumettre les fibres. L'usage étant 

de prendre h entre — et— ^ pour les poutres en tôle dont la 

section a la forme du double T, nous ferons A = o,o8b; nous 
ferons R = 3oooooo, ou seulement 3 kilogrammes par milli- 
mètre carré, afin de réserver la part des charges accidentelles 
dont on aurait à tenir compte. dans un calcul plus complet* La 
dernièrfe équation devient alors 

pb^ 3 . 

ou, si l'on multiplie les deux membres parg-g et qu'on sup- 
pose E= 2. io'% 

pb* ^ pb* _ b 
60 El 60 6 1 600 
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La valeur ci-dessus attribuée à / et à — /, serait -^— de la 

portée, c'est-à-dire o^, o^S avec une portée de 4o mètres. 

Le sens général du résultat auquel nous arrivons ici est de 
nature à fixer, sous plusieurs points de vue, l'attention des 
ingénieurs. D'abord il importe essentiellement pour la vérité 
des calculs de résistance, soit qu'on les exécute par nos mé- 
thodes, soit qu'on préfère les méthodes actuellement en 
usage, que le polygone des appuis fictifs soit inscrit aussi 
exactement que possible dans la fibre moyenne primitive, 
quand on les place l'un et l'autre de manière à faire coïncider 
leurs extrémités homologues. Le constructeur ne saurait donc 
prendre des précautions trop minutieuses pour que cette con- 
dition se trouve remplie, non pas précisément à l'instant de 
la pose, mais après la production complète de tous les tasse- 
ments, quand le système est parvenu à son équilibre définitif. 

Mais ce n'est pas tout. Puisqu'il faut tant de précautions 
et de soins pour réaliser tout ce que suppose le calcul préa- 
lable de3 dimensions de la poutre, on peut se demander si 
pratiquement il arrivera que ces précautions seront toujours 
bien prises ; si les tassements des supports, pouvant se pro- 
duire à la longue, et échapper à une surveillance imparfaite, 
ne viendront pas en détruire l'effet dans beaucoup de cas. 
Celte éventualité a semblé suffisante à un ingénieur aussi 
distingué comme constructeur que comme savant, pour lui 
faire émettre l'opinion que les poutres à travées solidaires 
devraient être proscrites, et qu'il conviendrait de s'en tenir 
aux poutres à deux appuis simples, dans lesquelles aucun 
doute ne peut exister sur l'intensité des moments de flexion 
en chaque point, malgré les dérangements probables des ap- 
puis. Toutefois l'opinion contraire a jusqu'à présent prévalu : 
et, en attendant les leçons que l'expérience nous fournira 
sans doute, il ne nous appartient pas de trancher le différend. 

63 . Disposition propre à rendre minimum le moment fléchis^ 
sant moyen, sous une charge uniforme. — Une poutre droite 
chargée uniformément à raison de p kilogrammes par mètre 
linéaire repose sur /i-f-i points d'appui : on demande de dis- 
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poser ces points, tant sous le rapport de Técartement que sous 
celui du nivellement, de manière que le moment fléchissant 
moyen sur la longueur entière de la poutre soit un minimum, 
cette longueur entière devant d'ailleurs rester invariable. 

Pour calculer le moment fléchissant moyen dont il est 
question dans l'énoncé, imaginons une courbe dont les ab- 
scisses seraient comptées suivant la fibre moyenne; et dont les 
ordonnées seraient, en chaque point de cette fibre, le moment 
fléchissant qui s'y produit; Taire totale comprise entre cette 
courbe et Taxe des abscisses, tant au-dessous qu'au-dessus, 
en la prenant partout positivement, sera, en vertu de sa dé- 
finition même, le produit du moment fléchissant moyen par 
la longueur entière entre les appuis extrêmes. Rendre mini- 
mum le moment moyen, c'est donc aussi rendre minima l'aire 
dont on vient de parler. La solution exige que nous passions 
par quelques propositions intermédiaires. 

I. Soit A (Jig. Si] une extré- 
mité de la poutre, et AB une 
travée de rive, de longueur b; 
construisons la parabole AMB, 
dont l'équation serait, relative- 
ment aux axes A a?, Aj, 

(4) r = ;^;>^(6 — ;r); 



Fig. 5i. 
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élevons en B une ordonnée BC égale au moment de flexion 
en ce point, et joignons AC. Suivant la formule (4) du n* 1, 
le moment de flexion en un point quelconque de la travée 
sera la portion d'ordonnée comprise entre la parabole et la 
droite BC, et le moment moyen, calculé pour celte travée 
toute seule, serait proportionnel à la somme des aires 

AEDF + DBC. 

. Cherchons la condition qui rend cette somme un mini- 
mum, lorsque BC varie seul et que la longueur AB reste con- 
stante. 
Si nous faisons varier BC d'une quantité infiniment pe- 
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V 

tite €C\ la somme des aires variera de la quantité correspon- 
dante ADD' — DCC'D' : donc il faut avoir pour le minimum 

ADD'=DCC'D', 
ou bien 

ADD'=iACC'. 
Or on a, en nommant dO l'angle infiniment petit CA.C', 
ADD' = iÂD'.rf9, ACC'=-Âc\rfej 

2 2 



donc 



et par suite 



3 1 3 

AD =-AC , 

2 



2 I a I , 

AP =^AB =-b\ 

2 2 



AP 



-v/^- 



Cela permet de calculer sans peine la valeur minimante 
de BC. L'équation (4) donne en effet, quand on substitue 

;r = ÂP = 6y/ï, 



p»==^/'*'v/I('-v^D' 



d'un autre côté, la considération des triangles semblables 
APD, ACB fournit la relation 

BC ÂB I 






PD AP 

donc 
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Il est intéressant de connaître la valeur de l'aire minima to- 
tale AEDF + DBC. Pour la calculer/ menons la tangente GF 
parallèle à AD, et le diamètre conjugué FH : l'équation de la 

parabole étant 7 = - /?x% quand on prend pour axe des x la 

tangente au sommet et que l'axe des y coïncide avec Taxe de 
la courbe> deviendra 

j = ipx»sîn»GFE 

pour les axes obliques GF, FH ; donc 

AG = ÊF = i p. ÂE'.sin'GFE = i ». Ah', 

ou, attendu que £ est le milieu de AD et par conséquent H 
le milieu de AP, 

ÊF = ^/|.ÂP' = ^/|^^ 

De là il résulte que Taire AEDF, égale aux ^ du parallélo- 
gramme AGLD, a pour mesure 

|.ËF.ÂP = ^/>6'.6^i = ^p6.. 
Quant à la seconde partie DBC de Taire cherchée, on posera 

DBC = ACB -+- AEDF — AQBM 

= i 6. Cl -f- — ^= P*» — I 6.MQ; 
2 24 V 2 

or, CB est connu, et MQ se calcule par Téquation (4) qui 
donne 
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substituant dans l'expression précédente, il vient 



DBC=i;,6.(.-y/ï) 



■^;475^*'-À''*' 



et par suite 



AEDF 4- DBC = g pb^ ( i — \/^\ 



Le rapport de cette aire à celle de la parabole AMB, qui re- 
présenterait les moments si la travée AB n'avait en B aucune 
liaison avec le reste de la poutre, est 



kjHrs/l) 






soit 2 — V 2 = 0,58678 . 



Fig. 52. 



il donne la mesure de l'avantage maximum que peut procurer 

la solidarité, dans une travée extrême. 
II. Soit maintenant A'B' {fig. 52) une travée quelconque 

(mais non de rive), de lon- 
gueur c; traçons encore la para- 
bole A'M'B' ayant pour équation 

et portons en A' et B' les ordon- 
nées A'C, B'D égales aux mo- 
ments de flexion correspondants. Le moment fléchissant moyen 
dans la travée A'B' sera proportionnel à l'aire comprise entre 
la parabole et la droite CD, c'est-à-dire à 

CFAM-FEGM'+GDB', 

et l'on peut alors se demander quelles valeurs de A'C, B'D 
rendront cette aire un minimum. 




Digitized by 



Google 



POUTRES SYMÉTRIQUES, ETC. 255 

Pour les obtenir il suffira de prendre 

et de mener parle point E ainsi obtenu la parallèle CED à Taxe 
des X. En effet, les distances EG et QF étant proportionnelles 
à v^M^ et v'MFQ, on aura 

-2 2 

c'est-à-dire 

EG = GD, et, par symétrie, EF = FC : 

donc, si Ton imprime à la droite CD un mouvement infiniment 
petit, soit de translation, soit de rotation autour du point E, 
les petites surfaces ajoutées à Taire ci-dessus indiquée seront 
égales à celles que Ton retranchera; par suite il en sera de 
même dans un mouvement élémentaire quelconque, néces- 
sairement réductible aux deux précédents. Donc la différen- 
tielle de Taire, correspondant au déplacement en question^ 
sera nulle, ce qui constitue le caractère du minimum. Les va- 
leurs de A^ et B'D qui le produisent sont donc 

3 



A^ C = B' D == V M' Q = ^ pC. 



I 



L'aire A'QB'M' est, comme on sait, — pc^; des résultsgts 
qu'on vient d'établir on déduit 



2 î^ ^SÏT7 I _ ï 



FEGM' = 5.FG.EM' = 3C.5^pc' = ^pc., 

32' 



A'CDB' = |-/>c« 



donc 



CFA' + FEGM' 4- GDB' = A'CDB' + 2 . FEGM'— A'QB'M' 
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Le rapport entre l'aire minima et celle de la parabole 

12 3 

A'B'M' est ^î soit g-, c'est le nombre qui mesure l'avantage 

maximum de la solidarité, dans une travée intermédiaire. 
III. Soit maintenant une poutre à n + i appuis 

A», A|, Aj , As,.. ..y A|)_i y An 5 

nommons 

a,, «,, «3,. . ,, û, 

les longueurs des n travées, et 

les moments fléchissants dans les sections qui répondent aux 
n — I appuis intermédiaires. Ayant porté ces moments en 
ordonnées au-dessus des points correspondants, construisons 
la ligne brisée 

A» \i \i \i . . . Xn— .1 Aji , 

qui joint leurs extrémités; construisons aussi, dans chaque 
travée, la parabole analogue à AMB ou A'M'B' (Jig. 5i et 5i). 
Nommons S l'aire totale comprise entre la ligne brisée et les 
paraboles, laquelle aire divisée par la longeur constante de la 
poutre nous donnerait le moment fléchissant moyen : il s'agit 
de rendre S minimum en disposant des longueurs a», th, as,..., 
sans changer leur somme, et des moments particuliers X,, 

■A.Î , Xs , . . . . 

D'après ce qu'on vient de voir, si d'abord nous laissons les 
ouvertures des travées constantes, l'aire partielle relative à 
chacune d'elles ne pourra descendre au-dessous d^un certain 
minimum qne nous connaissons, et par suite S ne pourra 
descendre au-dessous de la somme de ces minima; donc 



(5) 
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£n général, les ouvertures des travées étant quelconques» 
les minima partiels dont nous venons d'écrire la somme ne 
seront pas réalisables : en effet, pour réaliser le minimum 



>--{-\A) 



6^ 
dans la travée A* Ai , il faudrait prendre 



X,=Lpal[,-^), 



et, pour réaliser le minimum y' P^l ^^^^ ^^ travée A.At, on 

devrait avoir 

3 

valeur généralement différente. lî faudrait donc pouvoir attri- 
buer deux valeurs différentes à la même quantité, ce qui est 
impossible. De même, la condition pour obtenir Je minimum 

partiel ^ pal est de poser 

3 

X^=X^= — pal; 

pour le minimum y'i'^î» ^® poser 

3 
X3=X«=^paî, 

et ainsi de suite. On voit que la supposition d'ouvertures 
quelconques rendrait impossible la réalisation de chaque 
minimum partiel, en conduisant à deux valeurs différentes 
pour chacun des moments Xi, X„ Xs,. . ., X»-i. 

Mais nous pouvons faire disparaître cette impossibilité en 
choisissant les ouvertures, ou plutôt leurs rapports mutuels, 
de manière que ces doubles valeurs deviennent égales deux 

m. 17 
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à deux. Il suflit pour cela qu'on ait 
(6) < al = alz=a]=..,= a^,_,, 
ou, ce qui revient au même, 



(66«) SS = ^ = V5('-V^) = "=^4^^««^-' 



j a, an ' y 6\ 

\ «,= «,= «4= . . . =rt,_|. 



Dans ce cas on aurait le droit d'adopter les valeurs, toutes 
égales, qui viennent d'être mentionnées, pour les moments 
X,, Xs, X3,. ..; et, si on les adoptait effectivement, Tinéga- 
lité (5) se changerait en égalité. 

Or il arrive en outre, ce qui est fort remarquable, que les 
rapports (6), établis entre les diverses ouvertures, sontpréci- 
sément^ceux qui rendent minimum le second membre de 
l'inégalité (5) considéré comme fonction de ai, a^, As,..., 
sous la condition d'avoir 

«I -I- a^-h rt3-f- . . . == const. 

Nommons en effet S' celte fonction ; nous aurons 

fl?S'== - /?af daAi — 1/- j -h j-p^\ ^^'"^ 3^ P^l ^^3 "+■• • • 

ce qu'on peut écrire, si les conditions <6) sont satisfaites, 

rfS' = ô'/'^î (rf^i -H rffla-f-rfo» 4- . • . H- da^), 

c'est-à-dire -û?S' = o, puisque la soîneae des outerlufess ne 
varie pas. Les conditions (6) ou (6 bis) expriment donc bien 1« 
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minimum de la ronction S' ; par conséquent elles expriment 
aussi celui de S, toujours plus grande que Sf, et lui dôTonant 
égale seulement quand ces conditions sont satisfaites. 

En résumé, si 2 L désigne la longueur totale de la poutre, 
n le nombre des travées, on voit qu'il faut, pour rendre mini- 
mum le moment fléchissant moyen, déterminer Touverture b 
des travées de rive, par l'équation 



ii+4(/»-2)*\/5(i~y/^) = ^L, 



qui donne 



H-2 



(n-^)\/i{^-\/l) 



soit plus simplement, en remplaçant le quadruple du radical 

5 
par sa valeur très-approchée ï,25 ou jy 

L 8L 



^5^ -5/1 — 2' 

prendre l'ouverture c de chaque travée intermédiaire égale 
à 4* V 4 ( ' — v"* ) » ^" approximativement 

5, loL 2L 

4 on — 2 n — 0,4 

enfin, s'arranger pour que le moment sur un point d'appui 
quelconque ait pour valeur ^/>c». Il nous reste à dire com- 
ment cette dernière condition pourra être pratiquement réa- 
lisée. 

IV. Nommons en général j* la quantité dont l'appui A* se 
trouve au-dessous d'une ligne superposable i la fibre moyenne 
primitive et joignant les appuis extrêmes A«, A«; la longueur 
d'une travée de rive étant en outre désignée par b, et celle 

ï7- 
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d'une travée intermédiaire par bi, nous appliquerons l'équa- 
tion (9) du n* 6 à tous les groupes de deux travées consécu- 
tives, ce qui nous donnera : 



(7) 



6e 



p^ [-/.(• +i)+r'] = 2X.(i-Ha)-t-x.3 



-^pi'(«+n 



6e 



^,(r.— 2r'-Hr3) = x.+4x.-<-x,— -;>6'3', 



6e 



gjy, (/'— 2r. -t-r*) = x,+4x,+x.— -/)6'ôs 



jîy, (r.-s— 2.r„_, + r— < ) = x,_,4- 4 X._, 4- x._, 






6e 



îi [r-'— r»-. (• -<-^)] = x,-.a-i- ax^,(n-3) 



b'è 



-^pb'ii-^-è'), 



ou, en remplaçant Xi, X„ Xj, . . . , X„_, par ■^pb'S', 



6e 



16^ 



(Tbis) ïTy,(r^-^r3+r.) = 76/'ft'3s 



6e 



3jg;(r«-»— 3'r»-»+r— )= 76^**^'' 



6e 



\ 



ï;|[r-.-r.-.(' + 5)]=3^/'*'{3'+63'-8). 



Les (n — 1) équations précédentes déterminent les valeurs 
qu'on doit donner aux ordonnées/,, ji,7s>.-.,jii-i. Pour les 
résoudre commodément, on remarquera que trois de ces va- 
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leurs, ayant pour indices trois nombres entiers consécutifs, 
satisfont à la relation 

que Ton peut écrire aussi 

(r*+^ — r*+. ) — (r*+t — r* ) = a^j* = -^i^** 3*. 

De là résulte, en nommant A et B deux constantes, et / le 
facteur -g- p6* 3% 

(8) r^rr/^^A-^-hAA-H-BV 

Cette expression vérifie, quels que soient A et B, les » — 3 
équations intermédiaires du groupe (7 few), et Ton peut ensuite 
disposer des deux constantes de manière à vérifier aussi les 
deux extrêmes. C'est ce que nous allons faire : mais nous 
remarquerons d'abord qu'en vertu de la symétrie on doit avoir 
évidemment 

ou, d'après Téq nation (8), 

-*^-f.A/r=:i(w— A-)' + A(ii — /r): 

de cette relation nous tirons 

. I [n — ky—k^ n 

A = - • j : = > 

et par suite 

j*=-i/[A-(;i~^)-2B]. 

Si nous adoptons cette dernière expression, nous n'aurons 
plus qu'à choisir B de façon à vérifier Tune des équations 
extrêmes du -groupe (7 6w), la première par exemple : cela 
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nous fournira la relation 

— a»[n(l — *)— 3-frd-|-2Bd]=:3*-h6d»— S, 

d'où Ton déduit 

2|f = TT f 



ou 



bien, eu égard à la valeur 4 V/ 4 ( « — y- ) de J, 

2B = 0,0377 4- 0,1999/1. 
Donc enfin 

(9) r*= — ^/[*'('» — ^) — o>o377 — p,i999/i]. 

La quantité comprise entre crochets, dans le secopd membre 
de la formule (9), varie avec k; mais sa plus petite valeur (qui 
répond à l'une des limites k=^i ou k~n — i)est 

0,8001 n — 1,0377. 

Donc celte quantité reste toujours positive ; donc, / Tétant 
aussi, toutes les ordonnées j* sont négatives, c'est-à-dire qu'il 
faut les compter au^^essus de Taxe des abscisses. 

Le facteur /= -rr- pb*i* n'est autre chose que les 0,8 de la 

flèche qui serait prise isolément par chaque travée intermé* 
diaire, sous la charge uniformément répartie pbS^ si Ton dé- 
truisait la solidarité entre les travées, et que la poutre fût 
interrompue sur chaque pile. 
Le maximum en grandeur absolue de Xh lorsque k varie, 

répondrait à A- = - » et aurait pour valeur 

-/(o,25n^ — 0,1999» — 0,0377): 
il existera sur l'appui centrai, quand n sera pair, ce qui per- 
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mettra de faire Ar = — Mais si n est impair, on ne pourra plu3 

adopter que les valeurs k = ? afin de s'en rapprocher le 

plus possible, et l'on obtiendra pour limite supérieure des Xk 
le produit 

-/(o,25n'— 0,1999» — 0,2877), 

ce qui diffère relativement peu du résultat précédent, dès que 
n a une grandeur notable. 

Il est facile de trouver une courbe continue passant par tous 
les points d'appui intermédiaires, ^fin de la définir, nous 
prendrons pour axe des j la verticale descendante qui part du 
milieu de la poutre, et pour axe des x Thorizoniale menée à 
la distance 

i/(o,25n« — 0,1999/1 — 0,0377) 



au-dessus de l'axe relativement auquel nous comptions Xit /»> 
Xi9 • • •^/n-i- Nous supposerons, pour éviter toute équivoque, 
la fibre moyenne rigoureusement droite, dans son état primi- 
tif. L'ordonnée de l'appui A* est, avec ces nouveaux axes. 



son abscisse sera 



comme on le vérifie aisément en retranchant la distance 
AftA* de la demi-longueur de la poutre. L'élimination de k 
entre ces deux équations donne celle de la courbe, savoir : 

1 /» it* 

ce qui est l'équation d'une parabole à axe vertical, ayant 2 63 
de corde sur -/ de flèche, et tournant sa concavité vers le 
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bas : on voit donc que tous les appuis appartiennent à une 
même parabole quand la fibre moyepne est primitivement 
droite. Inversement on pourrait faire droite la ligne des appuis, 
en adoptant une fibre moyenne parabolique; et généralement 
on pourrait adopter toutes les combinaisons qui maintien- 
draient le même écart relatif entre ces deux lignes, pourvu, 
bien entendu, que la fibre moyenne restât toujours sensible- 
ment droite. 

Il est à remarquer que les ordonnées des appuis extrêmes 
ne rentrent pas rigoureusement dans la formule précédente ; 
celle-ci, en faisant 



^=:fcô (^^j\^b, 



et tenant compte de la valeur numérique de S, donnerait en 
effet ^ 

r =^ r/(?^25n' — 0,1999» H- o,o4), 

tandis qu'on devrait prendre en réalité 

r=^/(o»25/i»— 0,1999/1 -rQ»o377}. 

On voit qu'il existe entre ces ordonnées une différence de 

0,0777 • "*"/> laquelle a une importance relative d'autant plus 

faible que n est plus grand. 

V. Quand on dispose la poutre de manière à réduire autant 
que possible le moment fléchissant moyen, il est facile d'a- 
voir la valeur de cette moyenne qu'on a rendue minimum. 
L'aire totale de la courbe représentative des moments est, en 
effet, 

or on a, suivant l'égalité qui définit le nombre d. 
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donc 

ce qui donne pour la moyenne cherchée -^pb^S^ car l'expres- 
sion entre crochets n'est autre chose que la longueur de la 
poutre. Enfin, si l'on remplace bS par sa valeur approximative 

-zi indiquée plus haut, il viendra pour expression de 

cette moyenne minimum, que nous appellerons M, 



M 



-8(;i-.o,4r 



Il y aurait sans doute un certain intérêt à comparer M avec 
les moyennes analogues M' qui se produisent dans diverses cir- 
constances. Si la poutre est formée de n travées indépen- 
dantes ayant pour longueur — > le moment moyen est 



donc on a 



^, 2 I /2L\^ pV 

M _3 / n y 



formule qui conduit aux résultats indiqués ci-dessous : 

n = ^y 3, 4> ^> 6, 7, 

j^ = 0,586, 0,499, o463, 0,444, o,43o, 0,422, 

n=r±S, 9, 10, II, 12,..., 00. 

g7 = o,4i6, o,4ii, 0,407, o,4o4, o,4oi,..., 0,375. 

Si la poutre est composée de trois travées solidaires, et que 
le polygone des appuis reste invariable pendant la déformation 
de la pièce (n** 62), on trouve à la page 188 de notre Cours de 
Hésistajiçe des Matériauxy un tableau des valeurs que prend 
M^ suivant la gr^deur du rapport d entre la longueur de la 
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travée centrale et celle d'une travée extrême : d'ailleurs M de- 

I 
vient : 



8.(^,6)' 
le tableau suivant : 



= 0,01849, pour 7t = 3. On peut donc dresser 



S. 


M' 


M 
M' 


BAPPOBT 


M' 


M 

w 


0,00 

0,90 
1,00 
1,10 
1,20 


0,04948 
0,02162 
0,02009 
0,01923 
0,01886 


0,374 
0,855 
0,920 
0,962 
0,980 


.,25 

i,3o 
2,00 

00 


o,oi883 
0,01888 
0,02634 
0,03207 


0,982 

0,979 
0,702 
0,577 



Les moments M' et M s'approchent beaucoup de régalité, 
lorsque d â la même valeur (i,25) dans les deux poutres aux- 
quelles se rapportent ces moments : le second n'est alors infé- 
■ rieur au premier que de 1,8 pour 100. Cela montre que dans 
les poutres à trois travées où l'on a fait S = i,25, il y a peu de 
bénéfice possible à ne pas prendre le polygone des appuis 
inscriptible dans la fibre moyenne primitive. 

La longueur des calculs nous a empêché de répéter la même 
comparaison pour les poutres ayant plus de trois travées. 

64-. Des moyens par lesquels on peut rendre égaux les mo^ 
menis de flexion sur tous les points d'appui d'une poutre 
soumise à une charge uniforme» — On a vu (n** 36) que cette 
égalité se produit tout naturellement, avec des appuis situés 
au même niveau relativement à la fibre moyenne dans l'état 
primitif, quand le rapport ô prend la valeur particulière 



3= 4/- = 1,22474.... 



On a vu aussi (n* 63) qu'on pouvait rendre tous les moments 

3 
X* égaux à :^ pb^S^ en donnant aux points d'appui des ordon- 
nées convenablement choisies; il faudrait répéter des calculs 
analogues dans le cas où la valeur commune des X* serait une 



Digitized by 



Googk 



FOUTBBS STHÊTlilQUBS, ETC. 267 

3 

quantité X' différente de-^pb^8\ Il n*y aurait qu'à modifier 
la constante j^ qui, au lieu de -^ pl>*$*, deviendrait 

et à déterminer B par le procédé que nous avons employé, 
mais en tenant compte du changement de/. 
Parmi toutes les valeurs de X' qu'on peut choisir, nous 

distinguerons la valeur — p6»ô% premièrement parce qu'elle 

est celle qui répond à Tencastrement spontané de la poutre 
sur les appuis intermédiaires, par le seul effet de la liaison des 
travées; en second lieu parce qu'elle donne /=o, ce qui 
simplifie beaucoup la recherche des ordonnées ji, ^„ ja,. . . 
des points d'appui. En effet, les n — 3 équations intermé- 
diaires du groupe (7) auront pour second membre o, et pour- 
ront se remplacer par l'équation unique 

d'où résulte 

j*=const., 

car si, pour adopter la forme la plus générale satisfaisant à 
A*/i =±= o, on joignait à la constante un terme du premier de- 
gré en kf il deviendrait impossible de vérifier la condition 

La valeur commune des j* se déduira ensuite de l'une des 
équations extrêmes du groupe (7), de la première, par exemple, 

qui en faisant Xi = ja* X, = Xa = — pb^S^, donne 

ob* 

72e. ' 

On peut, dans cette équation, attribuer une valeur quel- 
conque à 3 : si l'on fait d == 1/-9 on a ji = o, ce qui con- 
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corde bien avec le résultat trouvé au n? 36 et rappelé ci-des- 
sus; si Ton fait d = i, on a 

pb* 

•^ 72e 

En plaçant la ligne des appuis intermédiaires ou piles en des- 
sous de celle des appuis extrêmes^ à la distance qu'indique 
cette dernière équation» la poutre à travées égales se trouve- 
rait spontanément encastrée sur les piles^ quand elle n'aurait, 
bien entendu, qu'à supporter une charge uniforme couvrant sa 
longueur entière. D'une manière générale, on parviendrait au 
même résultat quand à différerait de l'unité, en adoptant pour 
yx la valeur précédente multipliée par 3 — 2 3'. 

M. Piarron de Mondésir a indiqué un autre moyen pour 

obtenir un moment de flexion toujours égal à — /?6% sur tous 

les points d'appui d'une poutre à travées égales {*) : il consiste 
d'abord à prendre le polygone des appuis (n° 62) inscriptible 
dans la fibre moyenne primitive, c'est-à-dire à rendre nulles 
toutes les ordonnées/*, puis à encastrer les deux bouts de la 
poutre. Afin de démontrer ce résultat, posons les équations 
qui déterminent les moments de flexion X», Xi, X,,. . ., X,»-i, 
Xm sur les points d'appui : nous aurons, en appliquant la for- 
mule (lo) du n** 6 à tous les groupes de deux travées consécu- 
tives, et tenant compte des données particulières de la ques- 
tion : 

X«-f.4X.-hX, = ^p6% 
X.-h4X,-hX3 = ^/?6% 
X,-h4X34-X4 = ^pé% 



' M 



L'équation (m) du n*> 2, appliquée aux deux travées extrêmes, 

(*) Calcul des ponts métalliques à poutres droites et continues, p. 56 et 67. 
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donne encore les deux relations 

2X«-hX,^, = Ti>ft% 

qu'on aurait pu, au besoin, déduire aussi de la formule (lo) du 
n" 6, en supposant la poutre prolongée au delà de ses deux 
extrémités par des travées de longueur nulle. (Cette condition 
équivaut bien à Tencastrement des bouts, puisque chacun 
d'eux repose sur deux points d'appui confondus en un seul, 
ce qui assure l'invariabilité de direction des éléments extrêmes 
de la fibre moyenne.) Or, les équations précédentes sont en- 
nombre suffisant pour déterminer tous les X*, et l'on recon- 
naît aisément qu'elles sont vérifiées en prenant tous ces mo- 
ments égaux à — pb\ Donc la disposition indiquée par M. Piar- 

ron de Mondésir a effectivement pour conséquence de pro- 
duire sur les appuis fixes qui limitent chaque travée un 

moment de flexion égal à — pb^, et par conséquent toutes les 

travées se comportent, sous la charge permanente, comme si 
elles étaient encastrées. 

65. Disposition propre à rendre minimum le plus grand 
moment de flexion produit par une charge uniforme^ — 
Quand un poids uniformément réparti est placé sur la lon- 
gueur entière de la poutre^ le moment de flexion dans une 
travée quelconque s'exprime par une fonction entière et du 
second degré de l'abscisse, dojit les valeurs extrêmes répon- 
dent : i^ aux deux limites de la travée; 2^ au sommet de la 
parabole représentative de la fonction, lequel sommet tombe 
ordinairement dans ces limites. Toutes les valeurs extrêmes 
dont il s'agit étant prises en valeur absolue, on demande de 
disposer les points d'appui, tant sous le rapport de l'écarte- 
ment que sous celui du nivellement, de manière à rendre mi- 
nimum la plus grande d'entre elles, sous la condition de h'em* 
ployer qu'un nombre donné d'appuis et de conserver invariable 
la longueur totale de la poutre. 
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Considérons d'abord successivement ( comme au n* 63) une 
travée de rive et une travée intermédiaire quelconque» et résol- 
vons la question pour Tune d'elles prise à part. S'il s'agit d'une 
travée de rive AB {Jig, Si, p. a5i ), après avoir construit la para- 
bole AMB, l'ordonnée BC et la droite AC^ dont les définitions 
seraient les mêmes qu'au n"* 63» on voit qu'il y a deux maxima 
des moments fléchissants de toute la travée» savoir fiC et £F» 
le point £ devant être pris au milieu de AD. Pour que le plus 
grand des deux soit minimum» il faut qu'ils soient égaux» car 
autrement on aurait un résultat plus favorable en faisant tour* 
ner la ligne AC autour de A» de manière à augmenter la plus 
faible des longueurs BC, ËF» et à diminuer la plus forte. Cela 
détermine BC. On a» en effet (n** 63)» 

et» par conséquent» l'égalité BC = ÊF devient 

(lo) BC = g./?.AP'; 

d'un autre côté, on a 

BC = PD.=7 
AP 

et commcj en vertu de l'équatidn de la parabole, PD est égal à 
^/ï.AP(6^AP)»il vient 

(il) BC=:-/>&(* — ÂP). 

Éliminant ÂP entre les équations (lo) et (ti)/ et posant 

BC 

^ = -j^> nous trouvons 



de là résulte 



z^—3z 4-2 = 0, 
4 
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et enfin 

z = l^:l^ = ^{^ — iy = o,o85']86..,. 

Ainsi donc le moment de flexion sur le premier appui après 
la culée devrait être 0,085786. ../?6* pour remplir les condi- 
tions du problème dans une travée de rive considérée isolé- 
ment. 

Dans une travée intermédiaire, la même question se traite 
plus simplement encore. Soit en effet A' B' {Jig, 52, p. 254) cette 
travée; traçons la parabole A'M'B' et la ligne droite CD suivant 
les mêmes définitions qu'au n** 63. Nous verrons apparaître 
alors trois maxima des moments de flexion dans l'étendue A'B', 
savoir àTC, WB^ et l'ordonnée M'E menée par le milieu de la 
corde FG. On les rendra égaux en prenant 

FG = FD=^Pc», 

car alors M'E coïncide avec Taxe de la parabole, et a pour. va- 
leur M'Q — QE ou M' Q — A' C , ou encore ^pc^ ^ /?cS 

c'est-à-dire enfin -^ pc^. C'est la moindre valeur qu'on puisse 

obtenir pour le plus grand des trois maximums; car l'un des 
trois, au moins, s'accroît lorsque l'on donne à CD, soit une 
translation, soit une rotation autour du point E. La condition 
du problème sera donc remplie dans toute travée intermédiaire 
en s'arrangeant pour avoir, sur les piles qui la terminent, un 

moment fléchissant égal à -^ pc*» 

Tous ces minima maximorum partiels, relatifs aux diverses 
travées, deviennent égaux entre eux quand oii prend une 
même ouverture c^pour toutes les travées intermédiaires, et 
que l'ouverture b des travées de rive satisfait à la relation* 



qui donne 

c 
b 



,i(v/ï_0'&^=^c^ 



£ = a=;2s/ï(^2— 1) = 4— v/8= 1,17157... 
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Il sera possible alors de réaliser le minimum r^pc^ dans toutes 

les travées, en adoptant cette même valeur -^ pc^ pour celle 

des moments sur les n — i points d'appui intermédiaires. Or, 
on aura ainsi résolu le problème qu'on s'était posé; car, d'a- 
près ce qu'on vient de voir, on aurait un résultat moins favo- 
rable en modifiant seulement les moments de flexion sur les 
appuis, sans changer les ouvertures; d'autre part, si l'on chan- 
geait celles-ci en laissant leur somme invariable, l'une d'elles 
au moins augmenterait de longueur, et il y aurait aussi aug- 
mentation du plus petit maximum réalisable dans son étendue, 
puisque ce plus petit maximum varie proportionnellement ai| 

carré de la longueur; la limite inférieure -^/>c*, précédem- 
ment obtenue, serait donc dépassée. 

La connaissance du rapport d détermine immédiatement b 
et c; on a en effet, n étant le nombre des travées, 

2L=: 2 6-f-(n — 2)60, 
et par suite 

. 2L nLS 

h —— , — — — ■_______«_^— . • c — r ——————— • 

2-}-(n 2)0 2-h(W 2)5 

L'espacement des appuis est donc maintenant connu ; mais 
il reste à indiquer leur nivellement, et c'est à quoi l'on arri- 
vera en exprimant que les moments sur ces appuis ont tous 

la valeur -^pc^ ou -^ pb^à*. 

A cet effet, il faudra suivre la marche indiquée au n"* Q^, et 
dont un exemple développé se trouve au n® 63, art. IV. Sans 
entrer dans autant de détails, nous nous bornerons à dire que 
les constantes /et 2B prennent ici les valeurs 

^_ pb'è* 

2B = ^^ 

= 0,04 1 o5 -f- o, 1 4^447 ^y 
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et que, par conséquent, l'ordonnée j* d'un appui intermédiaire 
quelconque relativement à la fibre moyenne prise dans Tétat 
primitif, est donnée par la formule 

^> = — ~/[/r(/i — A") — o,o4io5 — o> 146447/1]. 

Les ordonnées extrêmes j«,jn9 nulles toutes deux, ne rentrent 
pas dans cette formule. En poursuivant la discussion, il serait 
facile de reconnaître que toutes les ordonnées j* sont posi- 
tives, et que, dans le cas d'une fîbre moyenne primitivement 
droite, leur lieu géométrique est une parabole à axe vertical, 
tournant sa concavité vers le haut. Son sommet se trouverait 
sur la verticale du milieu de la poutre, à la distance 

. y*(o,25/i*--o,o4io5 — 0,146447 n) 

au-dessous de la ligne joignant les points d'appui extrêmes. 

On peut, comme au n? 63, calculer l'aire de la courbe des 
moments et en déduire le moment fléchissant moyen pour la 
poutre entière. Ce calcul nous a donné les résultais suivants : 

Montent moyen, 

Dahs une travée extrême 0,089573 pc^, 

Dans une travée intermédiaire. 0,038092/10*; 

les coefficients 0,089573 et 0,088092 représentent respec- 

7 /— I 
tivement les valeurs approximatives de tô\^ — ^ ©l de 

"7^ ""78* ^^ ^*^^ facilement de là l'expression de la 

moyenne générale M' pour la poutre entière, en multipliant 
chaque moyenne partielle par la longueur de sa travée, et 
divisant la somme des produits par la longueur totale; on 
trouve ainsi 

_o,i5aibg/>L („_o^2g289)> 
lUv 18 
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Cette moyenne est notablement supérieure au minimum M 
obtenu précédemment (n» 63) avec d'autres valeurs de à et des 
ordonnées /a; l'excès, variable et croissant avec n, est de i5 à 
20 pour 100 pour les poutres de 3 à la travées. C'est là un 
sérieux inconvénient fie la disposition que nous venons d'étu- 
dier^ et un obstacle à son emploi pratique, sauf dans le cas où 
la poutre devrait recevoir une section constante ; car alors le 
moment maximum serait le seul dont on aurait à tenir compte 
dans le calcul de cette section, et il y aurait intérêt à le dimi- 
nuer autant que possible, sans se préoccuper de ce que de- 
viennent les autres ainsi que leur moyenne générale. 

Enfin nous énoncerons la remarque suivante, qui est un 
corollaire immédiat des résultats trouvés aux n^ 63 et 65 : 

Dans une poutre à section constante, dont la longueur to- 
tale 7. L est subdivisée en n travées solidaires, si la charge est 
uniformément répartie sur cette longueur 2L à raison du 
poids p par unité linéaire, il est absolument impossible, quelque 
disposition qu'on imagine pour Vécartement et le nivellement 
des appuis, 1® défaire descendre le moment fléchissant moyen 

au-dessous de la limite p, ^ 7-7, ; a* de faire descendre le 

8(n — o,4)»' -^ 

moment fléchissant maximum au-dessous d'une autre limite 

ésale à • 

'^ 4 (n — 0,29289)» 
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CHAPITRE DEUXIEME* 



TMMMJUkV V« ^ Moments X^ produiu sur les polaU d'appui, 
par la charge permanente. 

(Voir les no« 42 et 43.) 



VALEUBl» 


VALEURS 


DU RAPPORT -p RÉPONDANT k S = 


de 
rîndice m. 


















• 


0,7 


0,8 


0,9 


1,0 








1 
Trois travées. 




I 


a 


0,081890 


0,085909 1 0,091968 1 
Quatre travées. 


0,100000 




3 


0,0960^5 


0,098135 


0,101838 


0,107143 




a 


o,oi3a38 


o,o3o938 


o,o5o336 


0,071439 








Cinq travées. 






4 


0,092469 


0,095000 


0,099368 


0, 105263 




3 


O,o3o5o6 


0, 045000 


o,o6ii46 


0,078947 








Six travées. 






5 


o,093.'|38 


o,0958'i7 


0,099960 


0,105769 




4 


o,0358o4 


0,041186 


0,058236 


0,076933 




3 


o,o/|8348 


0,059407 


0,073137 


0, 086538 








Sept travées. 






6 


0,093179 


0,095621 


0,099775 


o,io5634 




5 


o,oa7p58 


o,o4a3o5 


0,059007 


o,077465 




4 


0,0.^3588 


0,055559 


0,069199 


0,084507 








Huit travées. 






7 


0,093349 


0,096683 


o,P99834 


0,105670 




6 


0,036723 


0,041933 


0,068797 


0,077330 


3 


5 


0,044865 


0, ©56591 


0,069986 


o,o85o53 


4 


4 


0, 038817 


o,o5i7o5 


o,o66a57 


o,o8a474 
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TABIMkU V. (Suite.) 



VALEURS 


VALEURS 


DU RAPPORT -~ RÉPONDANT A ^ = 


de 
l'indice m. 




















1,1 


1,2 


1,25 


1,3 






- 


Trois travées. 




I 


3 


0,109953 


0,131786 1 0,128397 
Quatre travées. 


0,135466 


1 


3 


0,114075 


0,133632 


0,127531 


0, 132816 


3 


a 


0,09421a 


0,118684 


o,i3i553 


0,144843 








Cinq tracées. 




I 


4 


0,112977 


0,132404 


0,137757 


0,133537 


3 


3 


0,098/105 


0,119519 


0, 130699 


0,143293 








Six travées. 




I 


5 


0,113373 


0,133465 


0,137694 


0,133345 


2 


4 


0,097379 


0,119396 


0,130937 


0,143973 


3 


3 


0,102610 


0,I30353 


0,139849 


0,139764 








Sept travées. 




I 


6 


0,113193 


0,123448 


0,127711 


0,133396 


7 


5 


0,097581 


0,119356 


o,i3o866 


0,143790 


3 


4 


0,101484 


0,130139 


o,i3oo77 


0,140443 








Huit travées. 




I 


7 


0,ll33l4 


0,123453 


0,127706 


0,1 33383 


2 


6 


0,097500 


0,119340 


o,i3o883 


0,143839 


3 


5 


0,101786 


0,130189 


o,i3ooi6 


0,140360 


4 


4 


0,100357 


0,119906 


o,i3o3o5 


0,l4ll30 
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CHAPITRB OStIXlEME. 



LU ir. (Suite.) 



VALEURS 


VALEURS 


DU RAPPORT — RÉPONDANT A 5 = 


de 
riudice m. 




















0,7 


0,8 


0,9 


1,0 








Neuf travées. 


• 


1 


8 


o,o93q3o 


0,095666 


0,099811 


o,io566o 


2 


7 


0,026813 


0,042005 


0,058853 


0,077358 


3 


6 


0,044523 


o,o563i4 


0,069775 


0,084906 


4 


5 


0,040095 


0,053737 


0,067045 


o,o83oi9 








Dix travées. 




, 


9 


0,093335 


0,095670 


0,099815 


0, 105663 


3 


8 


0,036788 


0,041985 


o,o58838 


0,077348 


3 


7 


o,o446i5 


o,o56389 


0,069833 


0,084945 


4 


G 


0,039753 


0, 053460 


o,o66834 


0,083873 


5 


5 


0,041374 


0,053770 


0,067833 


o,o83564 








Onze travées. 




I 


10 


0,093234 


0,095669 


0,099814 


o,io5663 


1 


9 


0,026794 


0,041991 


0, 058843 


0,077351 


3 


8 


0,044^90 


0, 056369 


0,069817 


0,084934 


4 


7 


0,039845 


o,o52535 


0,066890 


0,083913 


5 


6 


o,o/|io3i 


0,053493 


0,067633 


o,o834i8 








Douze travées. 




, 


II 


0,093334 


0,095669 


0,099814 


0, 105662 


1 


10 


0,036792 


0,041989 


0, 05884 I 


0,077350 


3 


Ô 


0,044597 


0, 056374 


0,069831 


0,084937 


4 


8 


0,039820 


o,o525i5 


0,066875 


0,083903 


5 


7 


o,o4ii33 


0,053567 


0,067679 


0,083457 


6 


6 


0,040689 


o,o532i6 


0,067411 


0,083373 
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TAXLBA'O V. (Suite.) 



VALEURS 


VALEURS 


DU RAPPORT S RÉPONDANT K S = 


de 
• riodice m. 




i 
















1,1 


1,2 


1,25 


1,3 








Neuf travées. 




1 


8 


o,ii3209 


0,122462 


0,127708 


0, 133386 


a 


7 


0,0975m 


0,119344 


0,130878 


0,142826 


3 


6 


0,101706 


0,120173 


o,i3oo32 


o,i4o3o9 . 


4 


5 


o,iooG59 


0,119965 


0,1 30244 


0,140938 








Dix travées. 




I 


9 


0,Il32I0 


0,122452 


0,127707 


0, 133386 


2 


8 


0,097616 


0,119343 


0, 130879 


o,i4283o 


3 


7 


0,101727 


0,120177 


0,1 30028 


0,140296 


4 


G 


0,100678 


0,119949 


0,1 30260 


0,140987 


5 


5 


0,100961 


0,120026 


o,i3oi83 


0,140767 








Onze travées. 




I 


10 


0,Il32IO 


0,122462 


0,127707 


0, 133386 


2 


9 


0,097617 


0,119343 


0,130878 


0,142829 


3 


8 


0,101721 


0,120176 


0,1 30029 


0,140299 


4 


7 


0,100600 


0,119964 


0,1 30266 


0,140974 


5 


6 


0,100880 


0,120009 


o,i3oi99 


0,140806 








Douze traitées. 




I 


II 


0,Il32IO 


0,122462 


0,127707 


0, 133386 


2 


10 


0,097617 


0,119343 


0,130878 


0,142829 


3 


9 


0,101722 


0,120176 


0,1 30029 


0,140298 


4 


8 


0,100694 


0,119963 


0,130267 


0,140977 


5 


7 


0,100902 


0,120014 


0,130196 


0,140792 


6 


6 


0,10079g 


0,119993 


0, i3o2i6 


0,140864 
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CH4PITRE DEUXIÈME. 



^U m . — Abaoîaaea des points où ■* 

flodon dus à la oli«rg« pennanente 

(Voir les no» 42 et 43.) 



'•imiileBt les moments de 







RAPPORT 


' DE CHAQUE ABSCISSE X 


1 OU X 


INBICATIO!! 


NOMBRE n 


à la longueur de sa travée, pour ^ = | 


d«» 
abscisses. 


d«» 

travées. 














" 






0,7 


0,8 


0,9 


1,0 








1 
Première travée. 






Pour n quel- 
conque 










x^, ...... 


O,0OOO0 


0,00000 


0,00000 


0,00000 




f 3 


O, 8362a 


0,82818 


0)Si6o6 


0,80000 




4 


0,80795 


0,80375 


0,79634 


0,78671 




5 


o,8i5o6 


0,81000 


0, 80146 


0,78947 




6 


0,8i3i3 


o,8o83i 


0,80008 


0,78846 




7 
8 
9 


o,8i364 


0,80876 


0,80045 


0,78873 


'% 


o,8r35o 
0, 81354 


0,80864 
0,80867 


o,8oo35 
o,8oo38 


0,78866 
0,78868 




10 


o,8i353 


0,80866 


0,80037 


0,78867 




11 


o,8i353 


0,80866 


0,80037 


0,78868 




12 


o,8i353 


0,80866 


0,80037 


0,78868 




00 


o,8i353 


0,80866 


0,80037 


0,78868 








Deuxième travée. 






f 3 


Imaginaire. 


Imaginaire. 


0,34861 


0,27639 




4 


0,43334 


o,36i34 


o,3o63i 


0,26608 




5 


0,50390 


o,38485 


o,3i43i 


0, 36858 




6 


o>4777» 


0,37761 


0,3l202 


0,26781 




7 


0,48457 


0^37947 


0,31262 


0,26799 




: 


0,48216 


0,37896 


0, 31246 


0,26794 


'i i 


0,48261 


0,37910 


o,3i25o 


0,26795 




10 


0,48249 


0,37907 


0, 31249 


0,26795 




11 


0,48252 


0,37908 


0, 31249 


0,26795 


• 


12 


0,48251 


0,37907 


o,3i249 


0,26795 




oo 


o,48a5i 


0,37907 


o,3ia49 


0,26795 
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TABLEAUX DE RÉSULTATS SUMÉRIQUES. 



385 



TAMIMAV VZ. (Suite.) 







RAPPORT DE CHAQUE ABSCISSE X 


, OU X, 


INDICATION 


NOVBRE n 


à la longueur de sa travée, pour ^ = | 


des 
abscisses. 


des 
travées. 




















1,1 


1,2 


1,25 


1,3 








Première travée. 






Pour n quel- 












conque 


0,00000 


0,00000 


0,00000 


0,00000 




3 


0,78009 


0,75643 


0,74321 


0,72907 




4 


0,77185 


0,75474 


0,74496 


0,73437 




5 


o,774o5 


0,75519 


0,74449 


0,73293 




6 


0,77346 


0,75507 


0,74461 


0,73331 




7 


0,77361 


0,75510 


0,74458 ' 


0,73321 


^, i 


8 


0,77357 


0,75509 


0,74459 


0,73324 


9 


0,77358 


0,75510 


0,74458 


0,73323 




10 


0,77358 


0,75510 


0,74459 


0,73323 




11 


0,77358 


0,75510 


0,74459 


0,73323 




12 


0,77358 


0,75510 


0,74459 


0,73323 




oo 


0,77358 


0,75510 


0,74459 


0,73323 








Deuxième travée. 






3 


0,33873 


o,2i565 


0,20734 


o,20o53 




4 


o,a3689 


0,21 564 


0,20725 


0,20004 




5 


0,23737 


o,2i564 


0,20727 


0,20018 




i ^ 


0,23725 


o,2i564 


0,20726 


0,20014 




' 


0,33727 


0,21564 


•0,20727 


0,200l5 




) 8 


0,23726 


0,21 564 


0,20727 


o,aooi5 


'i 


9 


0,23726 


o,2i564 


0,20727 


0,2001 5 




10 


0,23726 


o,2i564 


0,20727 


0,200! 5 




11 


0,23726 


o,ai564 


0,20727 


0,2001 5 




12 


0,23726 


o,2i564 


0,20727 


0,200l5 . 




i '«' 


0,23726 


o,2i564 


0,20727 


0,300l5 
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a86 



GHAPITRB DEUXIÈME. 



m vz. (Soito.) 



INDICATION 

des 
abtciâscB. 


NOVBBS n 

dei 


BAPPORT DE CHAQUE ABSCISSE X^ OU X, 
à la longueur de sa travée, pour S = 


tniTMS. 


0,7 


0,8 


0,9 


1,0 






1 1 
Deuxième travée, (Suite.) 




3 


Imaginaire. 


Imaginaire. 


o.65i39 


0,73361 




4 


0,90467 


0,84863 


o,83o83 


o,8o535 




5 


0,74901 


0,77140 


0,77981 


0,78385 




6 


0,79835 


o,793ao 


o,79>o3 


0,78988 




7 


0, 78531 


0.78745 


0,78804 


0,78835 




8 


0.78938 


0,78900 


0,78884 


0,78876 


^s i 


9 


0,78849 


0,78859 


0,78863 


0,78865 




10 


0,78873 


0,78869 


0,78869 


0,78868 




11 


0,78866 


0,78867 


0,78867 


0,78867 




12 


0,78868 


0,78868 


0,78868 


0,78868 




i - 


0,78868 


0,78868 


0,78868 


0.78868 






Troisième traoée. 






1 ' 


0,14576 


0,16938 


0, 18533 


0,19651 




6 


0,1 3653 


0, 16553 


0,18391 


0,19605 




7 


0,13923 


0,16660 


0,18430 


0,19618 




8 


o,i385i 


0,16610 


0,18419 


0,19615 


X 


^ 


0,13870 


0,16639 


0,18433 


0,19615 


^» i 


10 


0, 13865 


0,16637 


0,18433 


0,19615 




11 


0, 13866 


0, 16638 


0,18433 


0,19615 


, 


12 


o,i3866 


0,1 6638 


0,1842a 


0,19615 




• • . . 

00 




0,1 3866 


0, 16638 


0,18433 


0,19615 
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TABLEAUX DE RÉSULTATS NUMÉRIQUES. 



287 



.U TI. (Sulie.) 







RAPPORT DE CHAQUE ABSCISSE JL 


-, ou j:. 


INDICATION 


NOMBRE n 


à la longueur de sa travée, pour S — | 


des 
abscisses. 


des 
trarées. 


















1,1^ 


1,2 


1,25 


1,3 






1 1 
Deuxième travée. (Suite.) 




3 


0,761117 


0,78435 


0,79266 


0,79947 




4 


0,79593 


0,78984 


0,78759 


0,78573 




5 


0,78672 


0,78836 


0,78896 


0,78946 




6 


0,78918 


0,78876 


0,78860 


0,78846 




7 


0,78854 


0,78865 


0,78870 


0,78873 


X < 


8 


0,78871 


0,78868 


0,78867 


0,78866 




9 


0,78867 


0,78867 


0,78868 


0,78868 




10 


0,78868 


0,78868 


0,78867 


0,78867 




11 


0,78867 


0,78867 


0,78868 


0,78868 


, 


12 


0,78868 


0,78868 


0,78868 


0,78868 




00 


0,78868 


0,78868 


0,78868 


0,78868 

1 






Troisième travée. 






^ 


0, '20445 


0,21017 


0,21241 


0,21434 




6 


0,30435 


0,21017 


0,21241 


0,21432 




7 


0,20438 


0,21017 


0,21241 


0,21432 




8 


o,Qo437 


0,21017 


0,21241 


0,21432 




9 


0,20438 


0,21017 


0,21241 


0,21432 


« ' 


10 


• 0,20437 


0,21017 


0,21241 


0,21432 




11 


0,20437 


0,21017 


0,21241 


0,21432 




12 


0,20437 


0,21017 


0,21241 


0,21432 




30 


0,20437 


0,21017 


0,21241 


0,21432 
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CHAPITRE DEUXIEME. 



(Suite.; 







RAPPORT DE CHAQUE ABSCISSE J; 


1 OU X. 


tXpiCATION 


NOMBRE n 


à la longueur de sa travée, pour S = | 


d«s 

absciRses. 


des 
travées. 


















0,7 


t),8 


0,9 


1,0 






1 1 
Troisième travée, (Suite.) 




' 5 


0,854^4 


0,83072 


0,81468 


0,80349 




6 


0,77146 


0,77753 


0,78175 


0,78/172 




7 


0, 79331 


0,79167 


0,79053 


0,78974 




8 


0,78723 


0,78769 


0,78818 


0,78839 


X. J 


9 


0,78901 


0,78889 


0,78881 


0,78875 




10 


0,78859 


0,78862 


0,78864 


0,78865 




11 


0,78870 


0,78869 


0,78868 


0,78868 




12 


0,78867 


0,78867 


0,78867 


0,78867 




00 


0,78868 


0,78868 


0,78868 


0,78868 






Quatrième trai'ée. 






7 


o,23i5f 


0,22363 


0,21868 


o,2i5i6 




8 


o,33o6i 


0,22330 


o,2i856 


0, 21538 




9 


o,23o84 


0,32339 


0,21860 


0,21539 


X. J 


10 


0,23078 


0,22336 


0,21809 


0,21539 


1 . . . . ^ 


11 


o,q3o8o 


0,22337 


0,21859 


0,21539 




12 


0, 23079 


0,22337 


0,21859 


0,21539 




00 


o,23c8o 


0,22337 


0,21859 


0,21539 




7 


0,76849 


0,77637 


0,78132 


0,78474 




8 


o,79'|07 


Ow9«97 


0,79065 


0,78977 




9 


0,78723 


0,78779 


0,78815 


0,78838 


X m . . 4 


10 


0,78906 


0,78891 


0,78882 


0,78875 


5 ••••••• 1 


11 


0,78857 


0,78861 


0,78864 


0,78865 




12 


0,78870 


0,78869 


0,78869 


0,78868 




00 


0,78868 


0,78868 


0,78868 


0,78868 
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TABLEAUX DE RÉSULTATS lillMÉRIQUES. 



aSg 



VZ. (Suite.) 







BAPPO&Î 


DE CHAQUE ABSCISSE X 


, OV X, 


INDICATION 


NOMBRE n 


à la longueur de sa travée, pour S= | 


des 
abscisses. 


de» 
travées. 




















J,l 


1,2 


1,25 


1,3- 






1' 1 
Troisième tracée. (Suite.) 




1 5 


0,79555 


0,78983 


0,78759 


0,78566 




6 


0,78684 


0,78837 


0,78897 


0,78948 




7 


0,7891^ 


0,78876 


0,78860 


0,78846 




8 


0,78854 


0,^8865 


0,78870 


0,78873 




9 


0,78871 


0,78868 


0,78867 


0,78866 


'• ' 


10 


0,78867 


0,78867 


0,78868 


0,78868 




11 


0,78868 


0,78868 


0,78867 


0,78867 




12 


0,78867 


0,78868 


0,78868 


0,78868 




\ 00 


0,78868 


0,78868 


0,78868 


0,78868 








Quatrième travée. 






7 


o,3i3i9 


0,31164 


0,3II03 


0,2I052 




8 


o,2i3i9 


o,aii63- 


o,airo3 


0,3I052 




9 


o,ai3i9 


o,2ii63 


0,QII03 


0,2I052 




10 


o,2i3i9 


o,2ii63 


0,2II03 


0,2I052 


^1 


11 


o,2i3i9 


o,aii63 


0,QM03 


0,2I052 




12 


o,2i3i9 


o,2ii63 


0,2II03 


0,2I053 




.... 

a? 


o,2i3i9 


o,2ii63 


0,2II03 


0,2I053 




7 


0,78681 


0,78836 


0,78897 


0,78948 




8 


0,78918 


0,78876 


0,78860 


0,78846 




9 


. 0,78854 


0,78865 


0,78870 


0,78873 




10 


0,78871 


0,78868 


0,78867 


0,78866 


'4 


11 


0,78866 


0,78867 


0,78868 


0,78868 


• 


12 


0,78868 


0,78868 


0,78867 


0,78867 




. • • . 

00 


0,78868 


0,78868 


0,78868 


0,78868 



III. 



'9 
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cHÀPlTUft DÉ^rtiÈME. 



Vt* (S«lteO 



INDICATION 

dei 
abscisses. 



IfOMBAV n 
d«8 



9 
10 
U 
12 



g 

10 

11 

12 



11 

12 



11 
12 



AUVOKT Mt CHAQUE lABSGISSE X^ OU .r, 
è ia loM^iitettr de sa tracée» pout i ex 



0,7 



o,20Ci5 
o, 20610 
o,^o6i*î 
0,^0611 

0;306ll 

0,79385 
0,78739 
0,7^5 
0,78858 



0,21273 
0,21272 

0,21272 

0,78727 
0,78905 

0^78868 



0^ 



0,9 



Cinquième traitée. 



0,20812 
o , 20809 
0,30810 

0,20l^l0 

0,20810 

0,79188 
0,78782 
0,78891 
0,78861 



0,20939 
0,20938 
0,20938 
0,20938 

0,20938 

0,79061 
0,78816 
0,78881 
0,78864 



0,21219 
0,21218 

0,2*t2l9 

0,78781 
0,78892 



0,21 i85 
o,2ii85 

0,21185 

0,78815 
0,78880 



1,0 



0,21024 

0,21023 
0,21024 
0,21024 

0,21024 
0,78976 

0,78838 
0,78875 
0,78805 



0,78868 0,78868 I 0,78868 
Sixième travée. 



0,21162 
0,21162 

0,21162 

0,78838 
0,78875 

0,78868 
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TABLEAUX DE RÉSULTATS SUMÉRIQUES. 



agi 



VX. (SnUe.) 



INDICATION 



abscisses. 



NOMBRE n 

dm 
travées. 



9 
10 
11 
12 



9 
10 
11 
12 



11 
12 



11 
12 



RAPPORT DB CHAQUE ABSCISSE a:^ OU JC^ 
à la longueur de sa travée, pour ^ ^ 



1,1 



o, 91083 
o,aio83 
o,3io83 
o,3io83 

o,3io83 

0,78917 
0,78854 
0,78871 
0,78867 

0,78868 



0,2ilj6 
0,311^6 

0,QIi46 

0,78854 
0,78871 



1,2 



1,25 



Cinquième travée. 



o,2iia4 
0,31124 
0,21134 
0,31124 

0,31134 

0,78876 
0,78865 
0,78868 
0,78867 



0,3ll49 
O,3Il40 
0,3Il40 
O,31l4o 

O,3Il40 

0,78860 
0,78870 
0,78867 



0,78868 I 0,78868 

Sixième travée. 



o,2ii35 
o,2ii35 

o,2ii35 

0,78865 
0,78868 

0,78868 



0,31 i3o 

o,aii3o 

0,21 i3o 

0,78870 
0,78867 



0,7886$ 



1,3 



0,21154 

0,3Il54 

o,3ii54 

0,3Il54 
0,3Il54 

0,78846 
0,78873 
0,78866 
0,78868 

0,78868 



0,31137 
0,31137 

0,31127 

0,78873 
0,78866 



0,78868 
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CHAPITRE DEUXIEME. 



LU Vn. — OoeiBoients — C des moments de flexion mazinM, 
produite par la oharfe permanente, wen le milieu de chaque travée. 

(Voir les no« 42 et 43.) 



RANG 


NOMBRB 


COEFFICIENT — C POUR S = 


d«U 

travée. 


n 

des 






















travéef. 


0,7 


0,8 


0,9 


1,0 


1,1 


1,2 


1.25 


1,3 




3 


0,0874 


0,0857 


• 
o,o832 


0,0800 


0,0761 


0,0716 


0,0690 


0,0664 




4 


0,0816 


0,0804 


0,0793 


0,0772 


0,0745 


0,0712 


0,0694 


0,0674 




5 


o,o83o 


0,0820 


o,o8o3 


0,0779 


0,0749 


0,0713 


0,0693 


0,0672 


i". ^ 


6 


0,0827 


0,0817 


0,0800 


0,0777 


0,0748 


0,0713 


0,0693 


0,0672 




7 


0,0828 


0,0818 


0,0801 


0,0778 


0,0748 


0,0713 


0,0693 


0,0672 




8 


0,0827 


0,0817 


0,0801 


0,0777 


0,0748 


0,0713 


0,0693 


0,0672 




9 


0,0827 


0,0817 


0,0801 


0,0778 


0,0748 


0,0713 


0,0693 


0,0672 






















3 


o.osoe 


0,0089 


0,0093 


0,0230 


o,o4i3 


0,0682 


0,0669 


0,0768 




4 


o,oi36 


0,0190 


0,0268 


o,o364 


0,0473 


0,0693 


0,0668 


0,0726 




5 


0,0037 


0,0120 


0,0219 


o,o332 


o,o456 


0,0690 


0,0661 


0,0734 


2*, ^ 


6 


o,oo63 


o,oi38 


0,0232 


o,o34i 


0,0461 


0,0691 


0,0660 


0,0731 


7 


o,oo56 


o,oi33 


0,0229 


o,o338 


0,0460 


0,0691 


0,0660 


0,0732 




8 


o,oo58 


o,oi35 


0,0230 


o,o339 


0,0460 


0,0691 


0,0660 


0,0732 




9 


0,0057 


o,oi34 


0,023o 


0,0339 


0,0460 


0,0591 


0,0660 


0,0732 






















5 


o,o3o7 


o,o35o 


0,0401 


0,0461 


p,o528 


o,o6o5 


0,0646 


0,0690 




6 


0,0247 


o,o3oo 


o,o36a 


0,0433 


o,o5i3 


0,0602 


0,0649 


0,0699 


y. 


! "7 


0,0262 


o,o3i3 


0,0372 


0,0440 


0,0017 


o,o6o3 


0,0648 


0,0696 


8 


0,0258 


o,o3oo 


o,o369 


0,0438 


o,o5i6 


0,0602 


0,0649 


0,0697 




9 


0,025g 


o,o3io 


0,0370 


0,0439 


o,o5i6 


,0602 


0,0649 


0,0697 












0,0699 








7 
8 


0,0177 


0,0244 


0,032I 


o,o4o5 


0,0498 


0,0662 


0,0708 




0,0194 


0,0259 


o,o33i 


0,0412 


0,0502 


0,0600 


0,0662 


0,0706 


4«. 


9 


0,0190 


0,0255 


o,o3a8 


0,0410 


o,o5oi 


0,0699 


0,0662 


0,0706 




10 


0,0191 


0,0266 


o,o329 


o,o4m 


o,o5oi 


0,0699 


0,0662 


0,0706 






















9 


0,0212 


0,0273 


0,0342 


0,0420 


o,o5o6 


0,0600 


0,060 I 


0,0703 


5*. 


10 


0,0207 


0,0269 


0,0339 


0,0418 


o,o5o5 


0,0600 


0,0661 


0,0704 


11 


0,0208 


0,0270 


o,o34o 


0,0418 


o,o5o5 


0,0600 


o,o65i 


0,0704 




















&. 


11 


0,0202 


0,0265 


o,o336 


0,0416 


o,o5o4 


0,0600 


o,o65i 


0,0704 


12 


0,0203 


0,0266 


0,0337 


0,0416 


,o5o4 


0,0600 


o,oB5i 


0,0704 
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co 


« 


es 


« 
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« 


eo 


co 


co 
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? 






Oi 


f 


c^ 


c* 


Ci 


eï 


es 










0* 


<r 


0" 


0* 


o' 


ô* 
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« 




00 




Ci 


« 
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fô 
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00 
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CBAVITRB DEUXIEME. 



ZZ. — Oalenl des abtolwet x', x* 

(Voir les n<» 44 et 48.) 



absciues. 



ROMBKE n 

des 
travées. 



Pour n quel- 
eonqoe. . 



RAPPORT DB CHAQUE ABSCISSE x' OU x' 
a la longueur de sa trayée, pour ^ = 



0,7 



OyOOOOO 

0,84643 
o, 84450 
0,84437 
O; 84436 
0,84435 

0,84435 



0,09425 
0,09127 
0,09105 
0,09104 
0,09104 

0,09104 

0,90575 
0,87823 
0,87627 
0,87613 
0,87613 

0,87612 



0,11829 
o,ii8o3 
0,11801 

0,11801 



0,8 



0,9 



Première travée. 
0,00000 o.oooôo 



0,85390 
0,85243 
0,85233 
o ,85232 
0,85232 



0,86060 
0,85958 
0,85^51 
0,85951 
o, 85951 



0,85232 0,85950 
Deuxième travéâ^ 



0, 10114 
0,09880 
0,09862 
0,09861 
0,09861 



0,09861 

0,89886 
0,87863 
0,87719 
0,87709 
0,87708 



0,10745 
o,io556 
o, 10544 
0,10543 
0,10543 

0,10543 

0,89275 
0,8790a 
0,87804 

187797 
0,87796 



0,87708 0,87796 
Troisième tracée. 



0,11875 
o,ii856 
0,11 855 

0, 11855 ' 



0,11917 
0,11904 
0,11903 

0,11903 



1,0 



0,86667 
0,86607 
o,866o3 
o,866o3 
o,866o3 

o,866o3 



0,11270 
0,11169 
0,11161 
0,11161 
0,11161 

0^11161 

0,88730 
0,87939 
0,87882 
0,87878 
0,87878 

0)87878 



0,11956 
0,11948 
0,11947 

0,11947 
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TABLEAUX QE I^É&VLTAf^ ^VIIÉRIQUBS. 



%9^ 



TAW«AV X». (€mil9.0 




NQiiBj^ n 

des 


BAJPPOBT PR CHAQUE ABSCISSE x' OU X^" 
à la loogifeiir de sa travçe, pour i = 


tM¥éeft« 


1,1 


1,2 


1,25 


1,3 






Première 


• travée. 





Poor n quel') 

3 
4 

5 
6 

7 



0} 00000 

0,87219 
0,87198 
0,87197 
0,87197 
0,87197 

0,87197 



o,n7Qo 
o,ii7'i5 

o,n7»2 
o,n7»2 

0,I|7?2 

o,u7a^ 

OymiQ 
0,87973 
0,87954 
0,87953 
0,87953 

0,87953 



0,11990 
0,11990 
0,11988 

0,11988 



0,00000 0,00000 



0,87723 
0,87739 
0,87740 
0,87740 
0,87740 



0,87960 
0,87993 
0,87995 
0,87995 
0,87995 



0,87740 0,87995 
DpH^ième traitée. 



o,>?îïq4 

0,1Q235 

o,ia»35 
o,î?235 
o,j>235 

0,19335 

0,87796 
0,88004 
0,88023 
0,88023 
0,88033 



0,13410 
0,13470 
0,1 ^475 
0,1^475 
o,i?475 

0,13475 

0,87590 
* 0,88033 
0,88054 
o,88o56 
o,88o56 



0^88023 o,8Ço56 
Troisième traitée. 



0,12023 

0,12034 
0,12024 ^ 



0,12024 



0,12037 
o,i2o4i 
0,12042 



0,88187 
o, 88236 
0,88240 
0,88340 
0,88340 

0,88340 



0,13606 
o, "13698 
0,13705 
0,13705 
0,13705 

0,13705 

0,87894 
o,8So36 
0,88084 
0, 8808a 
0,88088 

0,88088 



0,I305l 

o,i2o58 
o,i2o58 

o,i2o58 
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CHAPITRE DEUXIÈME. 



^U ZZ. (Soite.) 



INDICATION 

des 
abscisses. 


NOMBRE n 
dM 

travées. 


RAPPORT DE CHAQUE ABSCISSE x' OU x'* 
à la longueur de sa travée, pour <r = 




^^ 










0,7 


0,8 


0,9 


. 1,0 






1 
Troisième travée (suite) 




X'* 


5 

8 


0,88171 
0,87978 
0,87965 
0,87963 


0,88125 
0,87982 
0,87972 
0,87970 


0, 88083 
0,87985 
0,87978 
0,87977 


0,88044 
0,87988 
0,87984 
0,87983 




00 


0,87963 


0,87970 


0,87977 


0,87983 






Quatrième traitée. 




x' 


7 
8 


0,11995 
0,11993 


0,11999 
0,11997 


0,12002 

0,12001 


0,12004 
0,12004 


1 


00 


0,11993 


0,11997 


0,12001 


0,12004 


X- 


7 

1 8 

9 


o,88oo5 

0,8799» 
0,87990 


0,88001 
0,87991 
0,87990 


0,87998 
0,87991 
0,87991 


0,87996 
0,87992 
0,87991 




» 


787990 


0,87990 


0,87991 


0,87991 






Cinquième travée. 




x' 


9 
10 


0,13007 
0,12007 


0,12008 
0,12007 


0,12008 
0,12008 


0,12008 

0,I3*08 




00 


0,12007 


0,12007 


0,12008 


0,12008 


07'* 


■: 


0,87993 
0,8799a 


0,87992 
0,87992 


0,87992 
0,87992 


0,87993 
0,87992 




00 


0,87992 


0,87992 


0,87992 


0^87992 






Travée de rang supérieur < 


h 5. 


x' 

x^" 


ll> 10 

n> 10 


0,12008 
0,87992 


0,12008 
0,87992 


0,12008 
0,87993 


0,12008 
0,87992 
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TABLEAUX DE RÉSULTATS IfUMÉKIQUES. 
TABIiEAU XZ. (Suite.) 



^97 







RAPPORT DE CHAQUE ABSCISSE X 


' OU x'" 


INDICATION 


NOMBRE n 


à la longaear de sa travée, pour J = | 


des 
abscisses. 


4M. 

travées. 


















1,1 . 


1,2 


1,25 


1,3 






1 
Troisième travée (suite] 






f 5 


0, 88010 


0,87978 


0,87963 


0,87949 




6 


0,87990 


0,87993 


0,87994 


0,87995 


JC'" ^ 


7 


0,87989 


0,87994 


0,87996 


0,87998 


j 


8 


0,87989 


0,87993 


0,87996 


0,87999 


1 


00 


0,87989 


0,87993 


0,87996 


0,87999 






Quatrième travée. 






7 


0,12007 


0, 1200g 


0,12010 


0,12011 


Jc': 


8 


0,12007 


0,12009 


0,12011 


0, 12012 


00 


. 0,12007 


0,12009 


0,12011 


0,12012 




7 


0,87993 


0,8799' 


0,87990 


0,87989 




8 


0,87992 


0,87992 


0,87992 


0,87992 


Jc'" 


9 


0,87992 


0,87992 


0,87992 


0,87992 




00 


0,87992 


0,87992 


0,87992 


0,87992 






Cinquième travée. 






9 


0,12008 


0,12008 


0,I200S 


0,12008 


JC' 


10 


0,12008 


0,^12008 


0,12008 


0,12008 




00 


0,12008 


0,12008 


0; 12008 


0,12008 




9 


0,87992 


0,87992 


0,87992 


0,87992 


JC'" 


10 


0,87992 


0,87992 


0,87992 


0,87992 




■«■ 


0,87992 


0,87992 


0,87992 


0,87992 






Travée de rang supérieur c 


r 5. 


x' 


/I> 10 


0,12008 


0,12008 


0,12008 


0,12008 


x'" 


/I^IO 


0,87992 


0,87992 


0,87992 


0,87992 
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.UZ.— 



CHiFlTRE OSIÏXIÈIUS. 

Moments de flexion sur les appols, quand les travées 
sont saroharffées de deux en deux. 

(Voir les no« 49 et 51.) 



RANGS 
A, A',... 

dM 
travées 
surchar- 

gé». 


ismiGim 

4a 
rappui. 


BAfVORTC -TO-J POUE (î = 


0,7 


0,8 


0,9 


î,0 








Trois i 


travées. 




3 


1 


o,0309i5 


0,029091 a,o38777 


o,o5oooo 


1,3 


I 


0,060976 


o,o568i8 0,053191 
Quatre travées. 


o,o5oooo 


a.4 

1 


1 


0,033858 


o,o3aii8 


0,043000 


. 0,053571 


3 


0, 006619 


0,015469 


0,025 168 


0,035714 


1,3 


I 


0,073167 


0,066007 


0,059839 


0,053571 


3 


0, 00661g 


0,015469 


0^035 168 


0,035714 








Cinq travées. 




0.4 


i 


0,031043 


0,039767 


0,040376 


o,o53633 


3 


0,030391 


0,036047 


0,03344^ 


0,039474 


1.3,5 


I 
3 


0,071426 

0,OI03l5 


0, 065333 
0,018953 


0,058993 
0,038703 


0, 053633 
0,039474 








Six travées. 






I 


0,031354 


0,029983 


o,o4o5o4 


0, 052885 


2,4,6 


^ 


0,019368 


0, 035079 


o,o3i483 


o,o38462 




3 


O,oa4i74 


0,039703 


0, 036069 


0,043369 




I 


0,073184 


0, 065865 


0,059455 


0, 053885 


1,3,5 


0, 006536 


0,016108 


0,036744 


0, 038463 




3 


0,034174 


0,039703 


o,o36o69 


0,043369 








Sept traitées. 






1 


0,031053 


0,039814 


o,o4o38o 


0,053817 


3,4,6 


^ 


0, 030350 


0,035839 


• o,o32oo5 


0,038733 




3 


0,030450 


0,036833 


0,034099 


6,043354 




I 


0,073.138 


o,o658o7 


0,059391 


0,052817 


1, 3, 5, 7 


3 


0,006809 


o,oi6366 


0,037001 


0,038733 




. 3 

1 


o,oa3i38 


0,038737 


o,o35ioo 


0,043354 
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TABLEAUX DE RÉSULTATS NUMÉRIQUES. 
TABI.EAn X. (Suite.) 



î»99 



RANGS 

des 
travées 


INDICE m 

de 
Tappui. 


RAPPORTS -^ , POUR ^ «: 


surchar- 
8ée8. 


1,1 


1,2 


1,25 


1,3 








Trois traitées. 




2 


1 


0,062783 


0,077143 


0,084918 


0,093093 


.,3 


I 


0,047170 


0,044643 


0,043478 


0,042373 








Quatre travées. 




.,4 


1 

2 


0,066889 ' 
0,047106 


0,081998 
0,059342 


0,090336 
0,065776 


0,098935 
0,072421 


1,3 




0,047186 


0,040634 


0,037285 


0,03388/ 


2 


0,047106 


0,059342 


0,065776 


0,072421 








Cinq travées. 




»,4 


2 


0,066884 
0,047123 


o,o83o77 
o,o55385 


0,091912 
0,059743 


0,101244 
0,064261 


1. 3. 5 


I 


0,046093 


0,039327 


0, 035846 


0,032293 


t f *ff %f 


2 


o,o5i28i 


0,0641 35 


0,070956 


0,078041 








Six travées. 






I 


0,067177 


0,083428 


0,092298 


0,101672 


2, 4, 6 


2 

3 


0,046004 


0,054099 


o,o5835o 


0,062736 




o,o5i3o5 


0,060176 


0,064935 


0,069882 




I 


0,046095 


0,039037 


0,035395 


0,031672 


1,3,5 i 


2 


o,o5i275 


o,o65i97 


0,072676 


o,o8o236 




3 


o,o5i3o5 


0,060176 


0,064925 


0,069882 








Sept travées. 






I 


0,067177 


o,o835o5 


0,0921519 


0,101839 


2, 4» 6 


2 


0,046006 


o,o538i4 


0,057916 


0,062148 


3 


o,o5i299 


0,061237 


0,066542 


0,072070 


. 


0,046016 


0,038943 


0,035392 


o,o3i557 


I, 3, 5, 7 


^ 


o,o5i575 


0,06554 I 


0,072950 


e, 080643 


' 


3 


o,o5oi85 


^ 0,058892 


0,063535 


0,068371 
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CHAPITRB DEUXIEME. « 



TASLBAV X. (Suite.) 



HANGS 
A, A',... 

dsi 
traTées 
surchar- 
gées. 


INDICB m 

de 
l'appui. 


^AA'... 
BAPPORTS -^^TT^ POUE S = 


0,7 


0,8 


0,9 


1,0 








Huii travées. 




2, 4, 6, 8 


a 
3 

i 4 
1 


0,021067 
0,020176 
0,020739 
0,019409 


0,029829 
0,025769 
0,027095 
0, 025852 


0, 040397 
o,o3i936 
0,034359 
o,o33i28 


0, 052835 
o,o3866o 
0,042526 
0,041237 


35 
1, 3,5,7 i 


1 

1 

2 

3 

4 


0,072182 
0,006545 

o,o24i36 
0,019409 


0,065853 
o,oi6i63 
0,029496 
0,025852 


0,059428 
0,026861 
0,035628 
o,o33ia8 


0, 052835 
o,o3866o 
0,042526 
0,041237 








Neuf travées. 




1 

2, 4, 6, 8 


1 

2 

3 

4 


0,02I052 

0,020247 
0,020461 
0,020408 


0,039817 
0,025824 
0,026889 
0,026622 


o,o4o388 
o,o3i974 
0, 034^17 
0, 033657 


o,o5283o 
0,038679 
0,042453 
o,o4i5o9 


>»3, 5,7,9 


I 

2 

3 

4 


0,072178 
0, 006565 
0,024062 
0,019688 


' 0, 065849 
0,016181 
0,029426 
0,026116 


0,059423 
0,026880 
0, 035558 
0, 033388 


o,o5283o 
0,038679 
0,042453 
o,o4i5o9 








Dîjc travées. 




2, 4, 6, 
8, 10 


1 

2 

l 


0, 021053 
0,020241 
0,020481 
0, 020333 
0,020687 


0,029818 
0,025819 
0,026907 
0,026552 
0,026885 


0,040389 
0,031969 
o,o34236 
0, 033587 
0,033917 


o,o5283i 
0,038674 
0,042472 
0,041 436 
0,041782 


i»3,5,7,9 


1 
2 
3 

1 1 


0,072182 
0,006546 
0,024133 
0,019420 
0,020687 


0, 065852 
0,016167 
0,029481 
0,025908 

0,026885 

• 


0,059426 
0,026870 
0,035596 
o,o33247 
0,033917 


o,o5283i 
0,038674 
0,042472 
0, 041436 
0,041782 
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TABLEAUX DE RÉSULTATS NUMÉRIQUES. 
TABIiEAU X. (Suite.) 



3oi 



RANGS 

A,*',... 

des 
travées 

surchar- 
gées. 


INDICE m 

de 
l'appui. 


RAPPORTS -^ , POUR B = 


1,1 


1,2 


1,25 


1,3 








1 
Huit travées. 




2, 4, 6, 8 


2 

1 3 

. 4 


0,067198 
0,045926 
0,061699 
0,060179 


o,o8363o 
0,053722 
o,o6i58i 
0,069953 


0,092447 
0,067816 
0,066914 
0,066162 


0,101869 
0,062039 
0,072475 
0,070660 


1, 3, 5, 7 


1 

, 4 


0, 046016 
0,061674 
0,060187 
0,060179 


0,038923 
0, 066618 
0,068607 
0,069953 


0,035269 
0,073066 
o,o63io2 
0,066162 


o,o3i5i3 
0,080801 
0,067786 
0,070660 








Neuf travées. 




2, 4, 6, 8 


1 
2 

3 

4 


0,067198 
0,046926 
0,061698 
0,060180 


0, 083536 
0,053702 
0,061667 
0,069669 


0,092456 
0,067786 
0,067030 
0,064719 


0,101881 
0,061997 
0,072633 
0,069973 


1,3,5,7,9 

1 


I 


0,046011 
0,061696 
0, 060106 
o,o5o479 


0,038916 
0,066642 
o,o586i5 
0,060297 


0,035262 
0,073093 
o,o63oo2 
0,066626 


o,o3i6o5 
o,o8o83o 
0,067676 
0,070966 








Dix travées. 




2; 4» 6, 
g, 10 


4 

5 

2 
3 

4 

5 


0,067199 
0,045920 
0,061620 
0, 060100 
0,060480 


0, 083538 
0,053696 
0,061682 
0,069676 
o,o6ooi3 


0,092458 
0,067778 
0,067067 
0,064619 
0,066091 


0,101884 
0,061989 
0,072662 
0,069866 
0,070378 


«,3,5,7,9 


0,046011 
0,061696 
0,060107 
0,060478 
0,060480 


0,038914 
0,066648 
0,068496 
0,060373 
o,o6ooi3 


0, 035260 
0,073101 
0,062971 
0, 06564 I 
0,066091 


o,o3i5oi 
0,080841 
0,067634 
0,071122 
0,070378 
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CHAPITRE DBVXlkME. 
TABIOAU Z. (Suite.) 



BANCS 

A, A',... 

des 
travées 
surchar- 
gées. 


INDICE m 

de 
l'appui. 


HAPP0ET8 — ^ 

p'6 


^î poim ^ = 


: 


0,7 


0,8 


0,9 


1,0 








Onze travées. 






. 


0, 021052 


0,029817 


o,o4o388 


O,o5283i 




2 


0,020246 


0,025823 


o,o3i97i 


0,038675 


2, 4, 6. , 

8, 10 


3 


0,020462 


0,026893 


0,034226 


0,042467 


4 


o,02o4o5 


o,o26()?)7 


o,o33625 


o,o4i456 




5 


0,020419 


' 0,026679 


0,033775 


0,041709 




I 


0,072181 


o,o65852 


0,059425 


o,o5283i 


I, 3, 5, 7, 
9> " 


s 
3 


0,006548 
0,024128 


o,oi6i08 
0,02947e 


0,026871 
0,035591 


0,038675 
0,042467 




4 


0,019440 


0,025927 


o,g33306 


0,04 1456 




5 


0,020612 


o,02G8i5 
Douze 


0, 033847 
travées. 


0,041709 




I 


o,o2io5a 


0,029817 


o,o4o388 


o,o5283i 




2 


0,020246 


0,025822 


0,031971 


0.038O75 


5,4.6,8, 


3 


0,020404 


0,026894 


0,034227 


0,042409 


10, 12 


4 


0,020399 


0,020002 


o,o33C20 


0,0^1 45 1 




5 


0,020439 


0,020697 


0,033794 


0,041728 




6 


0, 020344 


o,o2GCo8 


0,033705 


o,o4i636 




' I 


0,072182 


o,oG5852 


o,o59/|25 


0, 05283 1 




2 


0,000540 


o,oiOi07 


0,026870 


0,038675 


■. 3, 5. 7, 


• 3 


0,024133 


,029480 


0,035594 


0,042469 


9. •• 


4 


0,019^21 


0, 025913 


o,o33255 


o,o4i4^> 




5 


O,O2O084 


0,020870 


o,o33885 


0,041728 




\ 6 


0,020344 


o,02G6o8 


0, 033705 


O,o4i630 
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TABLEAUX DS HtStlLTATâ HOMÉRIQUES. 3o3 

TMMXfMAV 1C. (Suite.) 



RANGS 












A, A',... 

des 

travées 

surchar- 


iNDickm 
de 




Y î poïTb * ^ 










■* ■ 


gées. 




1,1 


1,2 


1,25 


1.3 








1 1 
Onze travées. 






I 


0,067199 


o,o83538 


o,09«458 


0,101884 




2 


0,045920 


0, 053694 


0,057775 


0,061986 


2, 4, 6, , 
8, 10 


3 
4 


o,o5i620 


0,061688 


0,067065 


0,072673 




O,o5oioo 


0,059556 


o,o6|588 


0,069823 




5 


o«o5o48o • 


0,060089 


0,065207 


0,070535 




, 


0,046010 


0,038914 


o,o35249 


o,o3i5oi 


1,3,5, 7, 

9, II ^ 


2 


o,o5i597 


o,o6565o 


0, 073103 


0,080843 


3 


o,o5oioi 


0, 058488 


0, 06^964 


0,067626 




'^ 


o,o5o5oo 


. 0,060398 


0,065667 


0,071151 




5 


,o5o4oo 


0,059920 
Douze i 


0,064992 
Gravées. 


0,070370 




' 1 


0,067200 


o,o83538 


0,09^458 


0, 101885 




1 


0,045920 


0,053693 


0,057775 


0,061985 


2, 4,6, 8,^ 


3 


0,05l622 


0,061689 


0,067067 


0,072675 


10, 12 


4 


o,o5oo94 


0,059549 


0,064581 


0,069815 




5 


o,o5o5o2 


0,060114 


0, 065234 


0,070564 




6 


o,o5o4oo 


0,059997 


o,o65io8 


0,070427 


1 


0,046010 


0,038914 


0, 035249 


o,o3i5oi 




2 


o,o5i597 


o,o6565o 


0,071104 


0,080844 


I, 3, 5, 7, 


3 


o,o5oioi 


0,058487 


0,06^961 


.0,067623 


9, II 


4 


o,o5o5oo 


o,o6o4o3 


0,065676 


0,071162 




5 


o,o5o4oo 


0,059900 


0,064960 


0,070228 


' 


6 


o,o5o4oo 


O) 059997 


o,o65io8 


0,070427 
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3o4 CHAPITRE DEUXIEME. 

TAMLBJkV XX. — Moments de flexion sur trois appuis eonséouUDi, quand 
on surchorre les deux travées limltéas, par ces appuis, et les autres 
travées de deux en deux. ( Voir les n<" 50 et 51.) 



RANGS 

des 
travées 
surchar- 
gées. 


INDICE m 

de 
Tappui. 


1 

0,7 


^kk»... 
lAPPORTS 7i.i > POUK ^ = 

pb" 




0,8 


0,9 


1,0 








Trois travées. 




f o 


1 


0,097699 


0,102143 0,108476 


0,116667 


■ y * 


2 


o,oo5io6 


0,012857 0,022269 
Quatre travées. 


0, 033333 


1, 2, 4 


1 


0,101606 


0, 105903 


0,113308 


o,i2o536 


2 


-0,013873 


— o,oo4ô63 


o,oo65ii 


0,017857 




I 


0,014067 


0,020000 


0,027201 


0,035714 


2, 3 


2 


0,054221 


0,070000 


0,087649 


0,107143 








Cinq travées. 




I, 2, 4 1 


I 
2 


0,098860 
— o,ooo535 


o,io36o5 
0,006279 


0,I1052I ' 

o,oi3634 


0,119617 
o,02i53i 


a, 3, 5 


1 


o,oi3i57 


0.019079 


0,026242 


0,034689 


2 


0, 058595 


0,074144 


0,091699 


0,111244 




3 


—0,002537 


0,004344 


0,011961 


0, 020335 








Six travées. 




I, 2, 4, 6 


' 


0,099076 


0,103824 


0,110762 


0,119872 


2 


-0, 001583 


0,005294 


0,012660 


o,02o5i3 


•2, 3, 5 


I 


0, 013903 • 


0,019701 


0,026697 


0, 034936 


' 


0,054972 


0,071346 


0,089779 


0,1 10256 


3 


0,011211 


o,oi49i5 


0,019189 


o,024o38 




2 


—0,003728 


0,O03220 


0,010867 


0,019231 


1,3, 4, 6 


3 


o,o63ii4 


0,078390 


0,095817 


0,1 15385 








Sept travées. 




I, 2, 4, 6 


1 


0,098874 


0, 103655 


0,110628 


0,119804 


2 


— o,ooo6o3 


o,oo6o53 


o,oi3i82 


0,020783 



Digitized by 



Googk 



TABLEAUX DE RÉSULTATS liVMÉRIQTIES. 
TAXtBAV XL (Suite) 



3o5 



III. 



RANGS 

des 
travées 
surchar- 
gée». 


INDICE m 

da 
Tappul. 


RAPPORTS 7yLa ' ^O^l^ ^ = 


1,1 


^'- 


1,26 


1,3 








Trois travées.. 


' 




» 


0,126691 


0, 138527 0,145119 


0,15*2158 


I , a 


a 


0,046045 


0, 060402 0,0681^6 
Quatre travées. 


0,076401 


t '\ K 


» 


0,1 30897 


o,i433oi 


0,l5û272 


0,157755 


• 


2 


0,029983 


0,04-2895 


0,049647 


0,05659$ 


I 


0,045582 


0, 05684 2 


o,o63oo4 


0,069525 


2, 3 


2 


0,128459 


o,i5i579 


' o,i638io 


0,176487 








Cinq travées. 


, 


I, 2, 4 


ï 


0, 130900 


0,144375 


o,i5i936 


0,160040 


2 


0,02997a 


0,038958 


0, 043656 


0,048491 




I 


0,044454 


o,o5556j 


0,061637 


o,o68o53 


2, 3, 5 


2 


0,132766 


0, 156253 


0,168731 


0,181697 




3 


0,029483 


0,039420 


0, 044088 


o,o5oi57 








Six travées. 






, 


0,i3ii94 


p, 144725 


0,1 52322 


0,160473 


I, 2, 4, 6 


2 


0, 028851 


0,037674 


0,042267 


0,046981 


2, 3, 5 


, 


0,044453 


0, 055280 


0,061192 


0,067441 


2 


0,132769 


0,157307 


0,170333 


0, 183863 




3 


0,029472 


0,035493 


0,038726 


0,042107 


o , J 


2 


0,028327 


o,o38i69 


o,o43Î73 


0,048767 


i,3,4,C 


3 


0,137086 


Q, 16091 5 


0,173^ 


0,186867 








Sept travées. 






' 


o,i3ii93 


o,i448o3 


0,152442 


o,i6o63g 


1,2, 4, 6 


2 


0,028853 


0,037390 


0,041933 


0,046392 
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3o6 



CHAPITRE DEl)XlÈME. 
VAMLEAV XI. (Saite.) 



RANGS 

A, A',... 

dM 

travées 
surchar- 


INDICE m 

de 
l'appui. 


X** 

RAPPORTS -^ 

p'b 


Y-j POUR B = 












gées. 




0,7 


0,8 


0,9 


1,0 


• 






• 
Sept travées (suite). 




3, 3, 5, 7 


1 


o, 01 3846 


0,019643 


0,036636 


0,034868 


a • 


o,o55a49 


0,071608 


0,090039 


0,110639 




3 


o,oioi6o 


0,013916 


o,oi8aio 


o,033oi6 




a 


—o, 003768 


0,003969 


o,oii38i 


0,019495 


I, 3, 4, 6 


3 


0,059435 


0,075561 


0,093883 


0,114394 




4 


0,010016 


0,013787 
Huit ti 


0,018090 
ratfées. 


0,033930 


ï, 2, 4, 


' 


0,098889 


0,103670 


0,110644 


0,119833 


6, 8 


a 


—0,000676 


0,005983 


o,oi3ii3 


0,020711 


2, 3, 5, 7 


I 


0,013900 


0,019688 


0,036669 


0,034886 


' 


0,054986 


0,071404 


0,089899 


0,110457 




3 


o,oiii57 


0,014694 


0,018737 


0, 033288 


I, 3, 4, { ^ 


—0,002833 


0, 003899 


o,oii3ii 


0,019433 


*, "7 T> 

6, 8 * 


0,059717 


0,076836 


0,094145 


o,ii4668 


4 


0,008963 


0,013795 


0,017109 


0,031907 


2, 4> 5, 7 


3 

4 


0,01 ioo3 
0,055749 


0,014545 
0,072737 

Neuft 


0,018608 
0,091946 

ravées. 


0,033196 

0,ll3403 


', «, 4, 


' 


0,098875 


0, 103658 


o,iio635 


0,119817 


6,8 a 


--0,000606 


o,oo6o38 


o,oi3i5i 


0,030730 


a, 3, 5, ' 


0,013896 


0,019684 


0, 036664 


0,034881 


7,9 


o,o55oo5 


0,071433 


0,089917 


0,110476 


3 


0,011083 


0,014634 


0,018667 


o,oa33i6 
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TABLEAUX DE RÉSULTATS NUMÉRIQUES. 
TAB&BAU XX. (Suite.) 



3o7 



RANGS 
A, A',... 

des 
travées 


INDICE m 

de 
Tappui. 


RAPPORTS -^rr î PODR ^ =i 


b 


surchar- 
gées. 


rr 


1,1 


1,2 


1,25 


1,3 








Sepi travées (suite). 






' 


0,044375 


o,o55i86 


0^061089 


0,067327 


2, 3, 5, 7 


■ 


0,133069 


0,1 57651 


0,170705 


0,184267 


( 3 


0,028349 


0,034211 


0,037341 


o,o4o6o5 


2 


0,028326 


0,037887 


0,042944 


0,048187 


I, 3, 4, 6 3 


0,137090 


0,^61967 


0,175223 


0,189022 


4 


o,0283i4 


0,034244 


0,0374 i5 


0,040724 








Huit tracées. 




1, 2, 4, ^ , 


0,l3l2l4 


0,144828 


0,152470 


0, 160670 


6, 8 j 2 
1 


0,028773 


0,037297 


0,041733 


0,046283 


1 


0,044375 


o,o55i65 


0,061057 


0,067282 


2, 3, 5, 7/ 2 


0, 133069 


0,157727 


0,170821 


0, 184425 


( 3 


0, 028350 


0,033927 


0,036908 


0,040019 


I, 3, 4, ^ 


0,028246 


0,037795 


0,042844 


0,048079 


'9 "> H» 

6, 8 ^ 


0,137391 


0, 16231 I 


0,175594 


0,189425 


4 


0,027191 


0,032962 


o,o36o3i 


0,039223 


2. 4. 5. -7^ ' ^ 


o,0283i3 


0,033962 


0,036988 


0,040147 


•^» H» "> / 


4 


0,137094 


o,i63oi9 


0,176819 


0,191176 








lYeuf travées. 




I, 3, 4» 


I 


0,l3l2l4 


0,144834 


0, 152479 


0,160682 


6, 8 


Q 


0,028773 


0,037277 


0,041702 


0,046241 


2, 3, 5, 


I 


0,044369 


o,o55i59 


0,061049 


0,067274 


7» Q 


3 


0, 133090 


0,157752 


0,170848 


0,184454 


/» Î7 


3 


0,028270 


0,033835 


o,o368o8 


0,039910 



20. 
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3o8 



CHÀPITaK DEUXIEIÇE. 



BANGS 

A, A',... 

dei 
travées 
surchar- 
gées. 


I!<DICS m 

de 
Tappui. 




â- 7 POOR ^ = 




0.7 


0,8 


0,9 


1,0 








• 1 
Neuf traitées (suite). 




i| 3* 4* 
G. 8 


i 


—0,002762 
0, 069450 

0,009961 


0,003953 
0,076620 
0, 013565 


0,011349 
0,094004 
0,017637 


0,019441 
©,114595 
0,022179 


2, 4, 5. 

7» 9 


3 

4 
5 


0,010928 
Q,o56o3i 
0,009960 


0,014474 
0,072993 
0, 01347» 

Dix ti 


0, 018538 
0, 092208 
0,017628 

-avées. 


0,023l22 
0,113676 
0,023173 


1,2, 4.6. 
8, 10 


I 

2 


0,098876 
—0,000611 


0.103659 
,oo6o33 


o,iicm636 
o,oi3i46 


0,119819 
0,020726 


2, 3, 5, 
7» 9 


1 
3 

3 


0,013900 
0,054987 
o,oiii54 


0,019687 
0,071408 
0,014679 


0,026667 
0,089907 
0,018906 


0,034882 
0,110471 
0,023234 


1,3,4.6, 
8, 10 


2 

3 

4 


—0,002767 
0,059470 
0,009886 


0,003948 
0,076639 
0, 013494 


o,oii344 
0,094022 
0,017667 


0,019436 
o,ii46i4 
0,022106 


2, 4, 5, 
7> 9 


3 

4 

5 


0,010999 
0,055763 
0,010949 


0, 014530 
0,073787 
0,014324 


0,018676 
0,09^067 
0,01^1 56 


0, 023142 
o,ii36o3 
0,02244^ 


1,3, 5, 6, 
8, 10 


4 
5 


0,009876 
o,o663i3 


Q,oi3484 
0,073268 

Onze i 


0,017668 
o,o9î»47ï 

ravées. 


0,022099 
0,113960 


1, a, 4, 6, 
8, 10 


I 

2 


0,098875 
—0,000606 


0, 103658 
0,006037 


o,iiq636 
o,oi3i49 


0,119818 
0,020726^ 


2, 3, 5, 7, 
9. 1' 


1 
2 

3 


0,013900 
0,054988 
0,011149 


0,019687 
0,071410 
0,014674 


0,026666 
0,08^908 
0,01^700 


0.034883 
0,110472 
0,023229 
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TABLEAUX DE RÉSULTATS itUïlÉRIQUES. Sôp 

TABUBAV XI. (Sttitk!.) 



RANGS 












A, A',... 






Y**^ 






des 
trayées 


INftICk 7» 

de 


RAPPORTS '-^ 
p'h 


j-i pouk ^ = 


- 


surchar- 
gées. 




1,1 


1,2 


1,25 


1,3 








Neuf traitées (suite). 


' 


', 3, 4, 
6, 8 


2 


0,028246 


0,037774 


o,o42JBi3 


0,048037 


] 


0,137390 


0,162387 


0,175710 


6,189582 


■ 


4. . 


0,027192 


0,032678 


0,035698 


0, 038637 


2, 4, 5, 
7.9 


3 


0,028232 


0,033870 


0, 036888 


0, 040039 


4 


0,137394 


0, 163362 


0,177190 


0,191579 


5 


0,027190 


o,o3268i 


o,o356o4 


o,o38646 








Dix tf 


-avées. 


N 


I, 2, 4, 6, 


I 


0,i3i2i6 


0, 144835 


0,1 52481 


0,160684 


8, 10 


2 


0,028767 


0,037270 


0,041694 


0,046233 


2, 3, 5, 


I 


0,044369 


o,o55i57 


■ 
o,o6i*)47 


0,067271 


7> 


2 


0, 133090 


0,157757 


0,170856 


0, 184465 


3 


0,028270 


o,o338i4 


0, 036777 


0,039868 


1,3,4,6, 
8, 10 


2 


0,028240 


0,037768 


o,o4îl8o6 


0,048029 


3 


0,137412 


0,162412 


0,175736 


0,189611 


"» * w 


4 


0,027112 


0, 032586 


0,035499 


0, 038529 


3, 4, 5» 
7* 9 


3 


0,028232 


o,o3385o 


0, 036857 


0,039997 


4 


0,137394 • 


0, 163438 


0,177306 


0,191736 


5 


0,027191 


0,032396 


o,o35i7i 


o,o38o6o 


I, 3, 5, 6, 


4 


0,027109 


0, 032588 


o,o355o4 


0, 038538 


8, 10 


5 


0,137695 


0,163706 
Onze i 


0,177560 
Yûvées, 


0,191981 


I, 2, 4,6, 


, ■ 


o,i3i2i6 


b,i4483Ô 


b,i5248i 


0, 160685 


8, ib 


1 


0,028767 


0,037269 


0,041^92 


0, 046230 


2,3,5.7, 
9* *< 


I 


0,044369 


o,o55i57 


o,o6ro46 


0,067270 


2 


0,1 33092 


0,157769 


0, 176858 


0,184467 ■ 


3 


b,'028264 


o,o338o8 


0,036770- 


0,039860 
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CHiWPITRE DEUXIEME. 
TAMLEAV XI. (Suite.) 



RANGS 
A, A',... 

dM 
travées 
surchar- 
gées. 


INDICE m 

de 
l'tppui. 


vftA' ... 
RAPPORTS -^ ï POUR 3 = 


0,7 


0,8 


0,9 


1,0 








1 
Onze travées (suite). 




1. 3. 4. 
6» 8, 10 


li 


—0,002762 
o,o5945i 
0,009958 


0,003952 

0,075625 

■ o,oi355o 


0, 011346 
0,094012 
0,017605 


0,019438 
0,114609 
0, 022126 


2, 4, 5, 
7> 9» >" 


3 
4 

5 


0,010994 
0,055783 
0,010874 


0, 014525 
0,072805 
0,014254 


0,018671 
0,093069 
0,018086 


o,023i37 
0,ii36a3 
0,022373 


I. 3, 5, 
6, 8, 10 


4 

5 
6 


0,009947 
o,o56o45 
0,010873 


0,013539 
o,073o5'2 
0,014253 

Douze 


0,017696 
0,092330 
0, 018086 

traitées. 


0,022119 
o,ii3877 
0,032371 


1,2, 4.6, 

8, lO, 12 


I 

2 


0,098875 
—0,000606 


J [0,1 «3659 
o,oo6o36 


o,iio636 
o,oi3i48 


0,119819 
0,020726 


2, 3, 5, 
7» 9. >« 


I 
2 

3- 


0,013900 
0,054987 
o,oiii54 


0,019687 

0,071409 
0,01^5678 


0,026667 
0,089908 
0,018703 


0,034882 
0,110472 

0, 02323 I 


1,3,4,6. 

8, 10, 12 


2 

3 
4 


—0,002763 
0,059453 
0,009952 


0,003952 
0,075626 
0, 013544 


0, 011346 
0,094013 
0,017600 


0,019437 

o,ii46ii 
0,022120 


2, 4, 5, 
7> 9» " 


3 

4 

5 


0,010999 
0,055764 
0,010946 


0,014528 
0,072791 
0,014309 


0,018673 
0,092076 
0,018124 


o,023i38 
o,ii36i8 
0,022391 


I, 3, 5, 6, 

8, 10, 12 


6 


0,009941 
o,o56o65 
0,010798 


0, 013534 
0,073071 
o,oi4i8a 


0,017691 
0,092348 
0,018016 


0,022Il4 

o,n3897 
0,022298 


2, 4, 6, 
7, 9, " 


5 
6 


0,019945 
0,055778 


0, 014308 
0,072846 


o,oi8i23 
0,092188 


0,022391 
o,ii38o6 



Digitized by 



Googk 



TABLEAUX DE RÉSULTATS HUMÉKIQUES. 
TABUBAU SI. (Suite.) 



3ii 



RANGS 

A, A',... 

dei 
travées 
surchar- 


INDICE m 

de 
l'appui. 


RAPPORTS — Vz 


Y ? POUR $ = 












gées. 




1,1 


1,2 


1,25 


1,3 








Onze tracées (suite). 




I, 3, 4, 
6. 8 lo 


2 

3 


0,028240 
0,187412 


0,087766 
0,162417 


0,042804 
0,175745 


0,048026 
0,189622 


V» U, lU 


4 


0,027112 


0, 082566 


0,085468 


0,088487 


î, 4. 5, 


3 


0,028227 


0,088843 


o,o8685o 


0,03^89 


4 


0, 137416 


0,168468 


0,177882 


0,191765 


7> 9» " 


5 


0,027111 


0,082804 


0,085071 


0,087951 


I, 3, 5, 


4 


0,027109 


o,o82568 


0,085478 


o,o38496 


fî 8 m 


5 


0,137695 


0,168782 


0,177676 


0,192188 


VI) Oy IV 


6 


0,027111 


0,082804 


0, 085071 


0,037952 








Douze travées. 




I, 2, 4, 6, 


I 


o,i3i2i6 


0, 144886 


0,152481 


0, 160685 


8, kO, 12 


2 


0,028767 


0,087268 


0,041692 


0,046280 


2. 3, 5, 


, 


0,044369 


o,o55i57 


0,061046 


0,067270 


' 2 


0, 133092 


0,157759 


. 0,170859 


0,184468 


7» 9> ** 


3 


0,028264 


0,088806 


0,086768 


0,089857 


I, 3, 4, 6, 

8, 10, 12 


2 


0,028240 


0,087766 


0,042808 


0, 0^8025 


3 

4 


o,i374i3 
0,027106 


0,1.62419 
0,082559 


0,175747 
0,085460 


0,189624 
0,088479 


2, 4, 5, 


3 


0,028227 


0,088842 


0,086848 


0,039986 


1 ^ 


0, 187416 


0,168469 


0,177341 


0,191776 


7> 9> " 


: 5 


0,027111 


0,082284 


o,o85o4o 


0,087909 


I, 3, 5, 6, 

8, lO, 12 


4 


0,037104 


0, 082561 


o,oS5466 


0, 038488 


5 
6 


0,187716 
0,027080 


0,168807 
0,082212 


0,177708 
0,084972 


0,192167 
0,087844 


a, 4> 6> 


5 


0,027111 


0,082284 


o,o85o4o 


0,087910 


7» 9» " 


6 

1 


0,137695 


0, 168858 


0,177792 


0,192295 
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CnAPITHB DEUXIÈME. 



— Abteitte* x^ dei momenU maTlma néfatifliy qui Mmt 
produits p«r la turoluirge lettle, Tert Te ibilieu dei tniTéet. 

. (Voir le no 58.) 









RAPPÔIIT 6E ] 


l'abscisse X* 




RANG 


^fOMBRE 


à la longueur de sa travée, pour 


J = 


delà 


des 


• 








trtrée. 


trtvées. 














0,7 


0,8 


0,9 


Î,D 




3 


0,43901 

0,42y83 

0,42867 

0,42782 


0, 44318 


o>4^68i 


o,45ooo 




4 


0,43399 


0,44017 


0,44643 

0,44737 
0,44712 




5 
6 


0,434:7 
0,43414 


0,44101 
o,4i5o64 


\^. i 


7 


0,42787 


0,43419 


o,44o6i 


o,447»8 
0,44716 




8 


0,42782 


o,434i5 


o,44o57 
o,44o56 
0,44067 




9 


0,42782 


0,43415 
0,43415 


0.44717 


1 


lU 


0,42782 


0,44717 




3 


o,5oooo 


o,5oooo 


0,60000 


o,5oooo 




4 


o,535i8 


0,52601 


0,62078 


0,61286 
o,5idi6 




5 


0,50390 


o,5o58i 


0,60967 




6 


o,5o4o5 


0,60766 
o,5o6ai 


o,5iii4 


o,5i^4j 
o,5i4o8 


r, * 


7 


o,5oi64 


o,5io34 


8 


0,50182 


o,5o634 
0,60624 


0,61045 


o,5i4i8 




9 


o,5oi64 


0,61039 


0,6i4i5 




10 


o,5oi66 


0,60626 


o,5io4o 


o,5i4i6 




11 

... 


o,5oi64 


0,60624 


0,61039 


0,61416 




5 


o,5oooo 


0,60000 


0,60000 


0,60000 




6 


0,46400 
0,46667 


0,47876 
o,48o6q 
0, 479^7 


0,48849 


■V&l 




7 


0,40000 
0,48918 


3^ , 


8 


0,46410 


0,49613 


9 


o,46ii29 
0,46411 


0,47930 


0,48920 
0,48923 


0,49623 




10 


0,47920 


0,49620 




11 


0,46412 
0,46411 


0,47921 


0,48923 


0,49621 






0,47920 


0,48923 


0,49621 




7 


0, 50000 


, 5oooo 


o,5oooo 


0,60000 




8 


0,50269 


0,60194 


o,6oi6!î 


0,60129 
0,60094 


4«. 


9 


o,5ooii 


0,60042 


0,60069 


10 


o,5oo3o 


0,60066 


0, 60080 


0, 60104 




îl 


O,50OI2 


0,60045 


o,5oo7ti 


o,5oioi 




12 


o,5ooi3 


o,5oô46 


0,60076 


0,60102 




9 


o,5ooOo 


0,5oiOOO 


0, 50000 


ô,5oooo 


5*. 


10 


«7 4974» 


0,49847 


o,499»7 
0,49928 


0,49966 
0,49975 


11 


0,49761 


0,^9861 
0,49860 




12 


0)49742 


0,4992a 


0,49972 


i 


11 


o,5oooo 


o,5o(>oo 


o,5oooè 


o,5oooo 


12 


0,50019 


o,5ooi4 


0,60011 


0,60009 
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TABLEAUX DE RÉSULTATS SîHMéllIQtJES. 



3l5 



.V Xn. (Sotte.) 









RAPPORT DE 


l'abscisse x" 




RANG 


NOMBRE 


à la 


longueur de ss 


i traTée, pouf 


$ = 


delA 
travée. 


deg 










-^ • 










trtTées. 














1,1 


1,2 


1,25 


1,3 




3 


0,45283 


0,^5536 


0,45652 


0,45763 




4 


0,45281 


0,45937 


0,46272 


o,i 6612 




5 


0,45391 


0,46067 


ô,Ar>4i5 


0,46771 
0, ^61^33 




« 


0,45391 


0,46096 


0,46460 


!•*. i 


7 


0, 453^8 


o,46iÔ6 


o>4647i 


0,46844 
0,46849 




8 


o,!î5398 


0,46108 


0, 46471 




9 


0,45399 


0,46108 


6,46475 


o,4685o 
o,4685o 




10 


o,453gg 


0,46109 


0,46475 




^ 3 


o,5oooo 


o,5oooô 


»)5oooo 


o,3oooo i 




^ 4 


o,5i635 


0,51573 


o,5i565 


o,5i569 




5 


o,5i633 


0,51923 


o,52o5q 
0,52173 


0,52189 \ 




6 


0, 51750 


0,52037 


o,523o4 


^. 


7 


o,5Î75ô 


o,52o6â 


o,52io8 


0,52349 


« 


0,51758 


0,52070 


0,52216 


0,52357 




9 


0,51758 


0,52072 


0,52219 


0, 52360 




10 


0,51759 


0,52072 


0,52220 


o,5236i 




11 


0,51759 


0,52073 


0,02220 


o,5236i 




! '5 


t),5oooo 


o,5oôoo 


0, 50000 


o,5oooo 




l 6 


0,49998 


o,5o349 


0,50490 


o,5o6i3 




1 7 


o,5oii5 


0, 50462 


o,5o6o3 


0,50726 


3«. 


1 8 


o,5oii5 


0,50487 


o,5o638 


0,50770 


9 


o,5or23 


0,50495 


0,50646 
0,50648 


0,50728 
0,50781 




It) 


o,5oi23 


o,5o497 




11 


0,50Î24 


, 5o497 


x>,5o649 


0,50782 




12 


c.5o»s4 


0,50497 


0, 50649 


0,50782 




l 7 


0, 30000 


o,5oooo 


o,5oooo 


o,5oooo 




1 y 


0,50117 


o,5oii3 


o,5oii3 


o,5oii3 


4^ 


0,50117 


o,5oi38 


o,5or48 
o,5oi56. 


o,5oi57 
o,5oi65 


< 10 • 


0, 50126 


o,5or46 




1 It : 
12 


0, 50126 


O,5oi/|8 


o,5oi59 


0,50169 




0, 50126 


e, Soi 49 


t>,5o< 59 


0,50169 




9 1 


o,5oooo 


o,5oooo 


O,5O0OO 


, 5oooo 


5*. 


10 


, 5oooo 


o,5oo25 


o,5oo35 


o,5oo44 
o,5oo52 


u 


, 5ooo8 


o,5oo33 


0,50043 ' 
o,5oo46 




12 


o,5oooB 


o,5oo35 


o,5oo55 




n 


, 5oooo 


o,5oooo 


o,5oooo 


o,9oooo 


6*. 


12 


o,5ooo8 


o,5ooo8 


o,5ooo8 


o,5ooo8 
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3l4 CHAPITRE DEUXIÈME. TABLEAUX DE RÉSULTATS, ETC. 



JLV XXn. — CoflffiolenU G de* momenU maTima Béfatlft, qui 
•ont produite par la torobarge leulay tcm la milieu dm tniTées. 

(Voir le no 58.) 



BANC 


NOMBBB 


COEFFICIENT G , POUR S =: 


deU 
IrtTée. 


n 
des 




l 




















IrtTéM. 


0,7 


0,8 


0,9 


1,0 


•1,1 


1,2 


1,25 


1,3 




3 


0,0964 


0,0982 


0,0998 


o,ioi3 


0,1025 


0,1037 


0,1042 


0,1047 




4 


0,0915 


0,0942 


0,0969 


0,0997 


0,1025 


o,io55 


0,1071 


0,1086 




5 


0,0918 


0,0945 


0,0972 


0,1001 


o,io3o 


0,1061 


0,1077 


0,1094 


l'*. < 


6 


0,0915 


0,0942 


0,0970 


0,1000 


o,io3o 


0,1062 


0,1079 


0,1097 




7 


0,0915 


0,0943 


0,0971 


0,1000 


o,io3i 


o,io63 


o,îo8o 


0,1097 




8 

[ 


0,0915 


0,0942 


0,0971 


0,1000 


o,io3o 


o,io63 


o,io8o 


0,1097 


3 




















0,0610 


o,o568 


0,0625 


0,0750 


o,o885 


0,1029 


0,1104 


0,1182 




> 4 


o,o463 


o,o564 


0,0678 


o,o8o5 


0,0944 


0,1095 


0,1175 


0,1258 




1 ^ 


0,0406 


o,o5ai 


0,0649 


0,0790 


0,0944 


0,1110 


0,1198 


0,1289 


^' i 


6 


0,0410 


o,o5j5 


o,o653 


0,0794 


0,0948 


o,iii5 


0,1204 


0,1295 




7 


o,o4o6 


0,0522 


o,o652 


0,0793 


0,0948 


0,1117 


0,1 205 


0,1297 




8 


o,o4o6 


0,0522 


o,o65i 


0,0794 


0,0949 


0,1117 


0,1206 


0,1298 






















5 


o,o5io 


0,0610 


0,0725 


o,o855 


0,1000 


0,1159 


0,1244 


o,i332 




6 


0,0462 


0,057a 


0,0699 


0,084 1 


0,1000 


0,1173 


0,1266 


o,i362 




7 


o,o465 


0,0576 


0,0702 


0,0845 


0,1004 


0,1178 


0,1271 


o,i368 


3«. i 


8 


0,0462 


0,0573 


0,0701 


0,0844 


0, 1004 


0,1179 


0,1273 


0,1370 




9 


0,0462 


0,0573 


0,0701 


0,0844 


0,1004 


0,1179 


0,1273 


0,1370 




10 


0,0462 


0,0573 


0,0701 


0,0844 


0,1004 


0,1179 


0,1273 


0,1371 






















7 


0,0408 


o,o532 


0,0672 


0,0827 


0,1000 


0,1188 


0,1288 


0,1392 


• 


8 


o,o4i2 


o,o535 


0,0675 


o,o83i 


0,1004 


0,1192 


0,1293 


0,1397 




9 


0,0408 


o,o532 


0,0673 


o,o83o 


0,1004 


0,1193 


0,1294 


o,i399 


4*. 


10 


o,o4o8 


o,o533 


0,0673 


o,o83o 


0,1004 


0,1194 


0,1295 


o,i4oo 




11 


o,p4o8 


o,o532 


0,0673 


o,o83o 


0,1004 


0,1194 


0,1295 


o,i4oo 




i 12 


o,o4o8 


o,o533 


0,0673 


o,o83o 


o,ioo4 


0,1194 


0,1295 


0,1400 




9 


0,0416 


0,0539 


0,0679 


o,o835 


0,1008 


0,1197 


0,1298 


o,i4o3 


«.. ! 


1 10 


o,o4ia 


o,o536 


0,0677 


o,o834 


0,1008 


0,1198 


0,1399 


o,i4o5 


11 


o,o4i2 


o,o536 


0,0677 


0,0834 


0,1008 


0,1198 


0,1 3oo 


o,i4o5 




12 


o,o4i2 


o,o536 


0,0677 


0,0834 


0, 1008 


0,1198 


0,1 3oo 


o,i4o6 


6«. 


11 


0,0408 


o,o533 


0,0675 


o,o833 


0,1008 


0,1199 


o,i3oi 


0,1407 


12 


0,0409 


o,o534 


0,0675 


o,o833 


0, 1008 


0,1199 


o,i3oi 


o,i4o8 
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DISPOSITION ET USAGE 



FORMULAIRE ANALYTIQUE. 



Malgré Vinconvénienl inévitable de tomber dans quelques 
répétitions, nous croyons devoir rappeler succinctement les 
définitions et théorèmes dont la connaissance est nécessaire 
pour faire usage de notre Formulaire analytique, afin d'épar- 
gner au lecteur la nécessité de les rechercher dans divers pa- 
ragraphes de ce livre. 

On suppose une poutre droite reposant sur n h- i appuis 
qu'on nomme, en les prenant dans Tordre où ils se présen- 
tent à partir d'une culée, 

Ao, Al, A2, As,».., An— I, An ; 

Ao et A„ sont les deux culées, les autres indices se rapportent 
aux piles. La travée AoA, est nomvaéçi première travée; k^k^ 
est la seconde. A, A3 la troisième, et ainsi de suite. Toutes les 
travées intermédiaires, depuis Ai A3 jusqu'à A„-3A„.( inclusif 
vement, ont une même longueur c, distance des piles d'axe 
en axe; les deux extrêmes ont chacune une longueur A, qui 

peut différer (le c. La lettre ô désigne le rapport y 

Tous les appuis sont censés former un polygone inscrip- 
tible dans la fibre moyenne de la poutre, celle-ci étant ppise 
dans Vétat naturel, alors qu'il n'existe encore ni déforma-r 
\Àon ni tension moléculaire. Cette condition est de eigdeur. 
( Voir, pour de plus amples explications, le n? 62.) 

La charge permanente consiste en un poids uniformément 
réparti à raison dep kilogrammes par mètre courant; la sur- 
charge peut couvrir un nombre arbitraire de travées ohoisies 
comme on voudra; elle est uniformément répartie sur les 
travées qu'elle embrasse, à raison dep' kilogrammes par mètre 
courant. 

£n raison de la symétrie, noys nous bornons toujours à 
chercher les moments de flexion dans la première moitié de 
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3l8 FORMULAIRE ÀNÀLlTTlQtJB. 

la pièce commençant à A«. Ces moments sont définis dans le 
Formulaire en fonction d'une abscisse x^ qui est la distance 
entre la section dont on s'occupe et le premier appui que l'on 
rencontre quand on va de ceitç section à l'appui^ulée A«. 
Ainsi, dans la première travée or désigne une distance comptée 
à partir de A«; dans la seconde travée, une distance comptée 
à partir de At ; dans la troisième, une distance comptée à par- 
tir de Aa, etc. 

Chaque travée se partage en plusieurs régions. Dans toute 
travée intermédiaire nous distinguons cinq régions, séparées 
les unes des autres par quatre points dont les abscisses (ran- 
gées par ordre de grandeur, en commençant par la plus petite} 
sont désignées par x\ x"y x"\ :r". Nous ne reproduirons pas 
ici ce qui concerne la détermination des abscisses dont il 
s'agit : le lecteur devra pour cela recourir au § III du cha- 
pitre II, et spécialement au n*» 48. Dans la première travée 
A«Ai, on a 

a:' = :r"= ;«:"'= G, 

de sorte que les cinq régions se réduisent à deux, l'une com- 
mençant à A« et s*étendant sur la longueur or'^, l'autre formant 
le surplus de la travée. 

Indépendamment de x\ x" j x"' y ar'^, il faut encore chercher 
dans chaque iravée les abscisses x^y x^ des points où le mo- 
ment de flexion produit par l'action isolée la charge perma- 
nente change de signe en passant par zéro. A cet égard, nous 
renvoyons aux n°» 37 et 43, ainsi qu'aux n~ 38, 39 et 40, où 
sont traités certains cas particuliers. 

Du reste, on pourrait à la rigueur se dispenser de la détei^ 
mination préalable des abscisses x' y x'\ xf^ x^^^ Xt, x^ de 
chaque travée : ces quantités s'obtiendraient tout naturelle- 
ment, comme on le verra bientôt, en égalant les unes aux 
autres ou à zéro certaines fonctions de ^ à copier dans le For- 
mulaire. Mais il n'est pas mauvais de conserver le second 
procédé comme moyen de vérification. 

Cela posé, nous nommons encore : 

X le moment de fbexion produit, dans chaque section, par 
l'action isolée de la charge permanente; 
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X' la limite positive, dans la même section, des moments 
produits par toutes les combinaisons possibles de surcharge, 
la charge permanente étant d'ailleurs supprimée; 

X'' la limite négative des mêmes moments, qui par consé- 
quent sont nécessairement compris entre les valeurs algé- 
briques X' et X"; 

X'" le plus grand moment de flexion, en valeur absolue, 
pouvant se produire dans la section dont il s'agit, sous Faction 
simultanée de la charge permanente et de la surcharge. 

Nous avons démontré (n** 24) que le moment produit dans 
une section choisie à volonté, par la rçunion de la charge 
permanente et de la surcharge, tombe nécessairement entre 
les sommes algébriques X H- X' et X+X". Ces deux sommes 
peuvent être utiles à connaître si la section n'est pas symé- 
trique relativement à Taxe de flexion, ou axe neutre; dans le 
cas contraire, on' n'a besoin pour les calculs de résistance que 
de la plus grande des deux en valeur absolue, laquelle est 
justement ce que nous avons désigné par X'". Sauf dos cas 
très-rares et qui ne peuvent point se présenter si ô est com- 
pris entre 0,6180 et 2,6691, on a (n° 55) : 

Dans la première travée. 

Entre ^ = et x=:x, X'"=: — (X + X"), 

Entre x = j:, et x=:b X'" = Xh-X'. 

Dans une travée intermédiaire quelconque. 
Entre x = o et x = Xt ( * ) 



^^. X-=X + X', 

Entre a; = :r2 et ^=c = 6à) 

Entre a: = a;, et x = x, X'" = — (X+X"). 

Tout se réduit donc, comme on le voit, à trouver X, X', X". 
A cet effet, on recherchera dans le Formulaire : 

I® Pour la première travée, trois fonctions de x désignées 



(*) Dans notre système de notations, Jc^ désigne toujours la plus petite des 
deux distances j:, , ^,, toutes deux racines d'une même équation du second 
degré. 
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3aO FORMULAIRE ANALYTIQUE. 

par F(:r), ^z{^)y fi(x)f qu'on choisira suivant la valeur du 
rapport 3(*) et le nombre n des travées; 

a*» Pour chacune des autres travées (en s'arrêtani au milieu 
de la poutre), quatre fonctions de x, savoir : F(:r), /i(ar), 
fii^h 4'3(^)> qu'on choisira également suivant les valeurs 
de n, de d, et aussi du rang de la travée en question. 

Cela fait, il ne restera qu'à écrire la solution, consistant 
dans les résultats ci-dessous. 

Première travée : 

(X'=/.'[F(4?)-r4/.(;r)]. 



Entre a: = o et x = x' 
Entre x=.x" et j: = 6 



< \'=p<Mx), 

\ X« = ;,'[F(x)-/.(a;)], 
Dans toute la travée — X =pY[x). 



Deuxième, troisième, quatrième, . . . travées. 

Entre x = o et x = x' j ^r'^'f^iV'. . , . 

i X''=p'[F{x)-f,{x)]. 

Entrex = .' et x = x" 1 X' =;>' [F (.)_/.(.)], 

( X"=p^f,{x). 
X'=p'[fix)-^,{x)l 



Entre x=:x^' et x = x' , 

^"=p'Ux) 

l X' = »'[F(^)— /.(:i:)], 

Entre a: = x'" et x = x'^ V'— /^/\ 

( X — p fi{x). 

Entre ^ = .r'"" et x = c { ^ •/ ^ ' 

( X''=p'[F{x)—f,(x)l 

Dans toute la travée X =pF {x). 

On voit que dans toute travée intermédiaire il n'y a que 



C^) Le Formulaire suppose que ^ prenne Tune des huit valeurs 

0,7, 0,8, o,9, 1,0, 1,1, 1,2, 1,25, 1,3. 

Pour des valeurs intermédiaires, Tinterpolation fournirait de» résultats approu- 
matifs. 
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sept fondions différentes pour représenter successivement 
X, X', X" : quatre d'entre elles sont fournies directement par 
|e Formulaire, et les autres s'obtiennent par des soustractions. 

Quand il s'agit de la travée centrale d'une poutre ayant un 
nombre impair de travées, il devient inutile, en raison de la 
symétrie, de chercher les résultats relatifs à la quatrième et à 
la cinquième région : mais en réalité cela ne produit aucune 
simplification, car, sauf la permutation réciproque entre X' et 
X", la quatrième région ne diffère pas de la première, et la 
cinquième de la seconde. 

x\yant X, X', X", on en déduit X"' comme nous l'avons dit 
plus haut. 

Le moyen de vériflcation que nous avons annoncé pour les 
abscisses ^', a", x'",x^''^ 0:», x^ d'une travée quelconque, con- 
sisterait à poser, pour cette travée, les équations : 

F(^) = o, qui donnerait jt, et x^; 
f^{x)=z'V[x) — fi{x)y qui donnerait .r' et ^'^; 
f^[x)=z^^[x)y dont l'unique racine serait ^"; 
f^[x)=.^^(x)y ayant de même x"* pour seule racine. 

Toutes les fonctions qu'on a déterminées étant du premier 
ou du^econd degré en Xy il est aisé de calculer leurs valeurs 
pour certains points particuliers, leurs maxima, etc. 

Pour un exemple numérique montrant l'application de la 
méthode qu'on vient d'indiquer, voir au n® 56. 

Nous n'avons pas cru devoir nous occuper beaucoup de la 
recherche des efforts tranchants : toutefois, si l'on avait des 
motifs pour y attacher quelque importance, on pourrait pro- 
céder comme il est dit dans la note qui termine le chapitre 
premier (page i23). 

Quant à la disposition du Formulaire, elle est très-simple et 
se comprend d'elle-même : il suffira donc d'en dire quelques 
mots. On y trouve, à la suite l'une de l'autre, quatre séries 
principales de formules destinées à faire connaître respective- 
ment les quatre fonctions F(a:),y;(^),y»(a:), ^z{x)y en ne 
conservant sous forme algébrique ou littérale que la variables 
et la longueur h d'une travée extrême. Pour la première tra- 
III. 21 



Digitized by 



Googk 



'4ai FORMULAIRE ANALYTIQUE. 

vée/, (;r) n'existe pas, et en conséquence ne figure pas dans 
le Formulaire; pour les autres (jusqu'au milieu de la poutre) 
on trouve les quatre fonctions. Chaque série principale de 
formules, relative à une même fonction, se subdivise elle- 
même en un certain nombre de séries secondaires, dont cha- 
cune se rapporte à une seule travée; dans la série secondaire 
de chaque travée il y a subdivision en un certain nombre de 
groupes, dont chacun convient à une des valeurs que peut 
prendre le nombre total n des travées de la poutre ; enfin la 
dernière subdivision se fait par les huit valeurs distinctes du 
nombre 5, rapport entre les longueurs d'une travée intermé- 
diaire et d'une travée extrême. Cela détermine complètement 
la fonction dont on s'occupe. Exemple : On demande /i (:c ) 
dans la quatrième travée d'une poutre à neuf travées, pour 
laquelle à serait égal & 1,2. Dans la série spéciale à/i (:r), on 
prendra la série secondaire relative à la quatrième travée; 
dans cette série secondaire, on prendra le groupe relatif à 
n = 9; en regard de d= 1,2, sur la même ligne horizontale, 
on lira 

/, [x)=. 0,162887 b^ — 0,708091 hx + 0,5^'. 

On procéderait toujours d'une manière analogue. 

Notre Formulaire analytique ne contient pas moins de 
1200 formules applicables à 80 poutres différentes, qui consti* 
tuent un total de 32o travées; et cela tout en laissant dans 
l'indétermination les valeurs numériques des poidsp et p* par 
mètre courant, ainsi que de la longueur b des travées extrêmes, 
lesquelles valeurs peuvent être absolument quelconques. 

Les nombres décimaux approximatifs ne sont donnés que 
jusqu'à la sixième décimale inclusivement; et encore, d'après 
le procédé de calcul employé, cette dernière n'est*elle souvent 
exacte qu'à une ou deux unités près. Mais on conviendra sans 
peine que des erreurs portant sur les millionièmes de pb^ ou 
p'b^ sont tout à foit insignifiantes dans les applications; car les 
moments maxima atteignent, pour le moins, aux environs du 
dixième des mêmes quantités. 
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VALEURS DE E(x)=-. 
P 

Première travée. 



n = 3y 0=0,7,. 


. F(x) = 


= — o,4i8iio6:r-l-o,5:c* 


. 0,8.. 




— 0,414091 f>x H- o,5a;* 


0,9.. 




— o,4o8o32 6a: -f- 0,5 j;* 


1,0.. 




— 0,400000 6:r H- 0,5^' 


1,1.. 




— 0,390047 bx -+- o,5:r' 


1,2.. 




— 0,378214^^+0,507» 


1,25. 




— o,37i6o36j7 + o,5a:* 


1,3. . 




— 0,364534 fra: -h 0,5^» 


n = 4, 5 = 0,7.. 


. F(^): 


= — 0,403975 6:r + o,5x* 


0,8.. 




— 0,401875^^ H- o,5.r' 


0,9.. 




— 0,3981 72 6a: H- 0,5^' 


1,0. 




— 0,392857 bx H- 0,5 j;* 


1,1.. 




— 0,3859256a; + o,5:r' 


1,2.. 




— 0,377368 6.r -h o,5a:^ 


1,25 




0,37247960: -h 0,5 J7* 


1,3.. 




— 0,367 184 6;r-f-o,5a;' 


/î = 5, ô = 0,7 . 


. F(^): 


= — 0,40753 1 bx -h 0,5 x^ 


0,8.. 




— o,4o5ooo6o; -h o,5 or^ 


0,9.. 




— 0,400732 bx -f- 0,5 x^ 


1,0.. 




— 0,394737 bx -h o,5o:» 


1,1.. 




— 0,387023 bx H- o,5o:* 


1,2.. 


. 


— 0,377596607 + o,5a:' 


1,25. 




— 0,372243607+ O,507^ 


1,3.. 




— o,3664636or + o,5o7' 


;ic=6, 5 = 0,7.. 


. F(ar): 


=: — 0,406562607 + o,5or' 


0,8- . 




— O,4o4i536o7 + o,5o7* • 


0,9.. 




— o,4ooo4o6o7 + o,5o;' 


1,0.. 




— 0,394231 6o7-+ OySX^ 


1,1.. 




— 0,386728607 + 0,50:» 


1,2.. 




— 0,377535607 H- o,5o:» 


i,a5. 




— 0,372306607 + o,5o:' 


1,3.. 




— o,3666556.r-+.o,5o:' 
21. 
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Première travée (suite). 

nziz-y, 3 = 0,7. .. F(ar) = — 0,406821 fr:r-f-o,5x* 

0,8 . : . — 0,404379^^ -f- o,5x* 

0,9 ... — o>4oo325frx -+- o,5x' 

1,0... — o,3g4366fra;H-o,5j:' 

1,1. . . — 0,386807 6^ H- 0,5 j:' 

1,2... — 0,377552^0; H- o,5x* 

1,25.. — 0,3722896^7 H- 0,5 j:' 

1,3... — o,3666o4 bx -f- 0,5 j;* 



« = 9» 



n=.8, d=o,7 
0,8 
0,9. 
1,0. 
1,1 • 
1,2. 

1,25 

1,3. 



= 0,7. 
0,8. 

1,0. 
1,1. 
1,2. 

1,25 

H,3. 



F(x) = . 



F(^) = - 



- 0,406751 6j; -I- o,5ar- 

- 0,4043 1 86:r + 0,5 J7- 
-o,4ooi766:r + o,5:r* 

- o,39433o6x -f- 0,5 JT* 

- 6,3867866^ + o,5x^ 

- 0,37 7547 bx -f- 0,5 J7* 

- 0,372294 6x H- 0,5 j:» 

- o,3666i86a; -h o,5:r* 

0,4067706^ -f- 0,5 a:* 
0,4043346a: H- o,5:r* 
0,400 1 89 6j7 -h 0,5^» 
0,394340 bx -h o,5a;* 
0,386791 bx -f- 0,5^* 
0,377548647 4- o,5:r» 
0,3722926474-0,547*' 
0,366614647+0,547» 



/i= 10, 



= 0,7.. 
0,8.. 
0,9.. 
1,0. 
1,1.. 
1,2.. 

1,25, 

1,3. • 



F ( 47 ) = — 0,406765 6^ H- o,54r> 

— 0,404330647 + 0,547* 

— 0,400185647 -H 0,547' 

— 0,394337 647 H- 0,547' 

— 0,386790 64; -4- 0,54:» 

— 0,3775486474- 0,547» 

— 0,372293 647 + 0,547» 

— o,3666i5647 -h o,5x» 



Digitized by 



Googk 



FORMULAIRE ÀNALYTrQUE. 3^5 

Première travée (suite). 

n = 1 1 , 5 = 0,7 ... F( ^ ) = — 0,406766 bx -f- 0,5^' 

0,8... — 0,40433 1 6a; -f- 0,5^' 

0,9... — o,4ooi866^ + o,5:r' 

1,0... — 0,394338 6^ -f-o, 5a?' 

1,1... — 0,386790 6a; + 0,5 j;* 

1,2... — 0,377548607-1-0,50;' 

1 ,25 . . — 0,372293 bx -f- 0,5 Jc' 

1,3... — o,3666i56arH-o,5o;' 

;i = 12, = 0,7. • • F(^) = — 0,40676660;-!- 0,5 or' 

0,8... — 0,40433 1 60: -f- 0,5 a:' 

0,9... — 0,40018660; -{- 0,5 2r' 

1,0... — 0,39433860; -h 0,5 0;' 

1,1... — 0,38679060; -{-o,5o;' 

1,2... — 0,37754860;-!- 0,5 0;' 

1,25.. — 0,372293607-1-0,50;' 

1,3... — o,3666i 5 60? -H o,5o;' 

Deuxième travée. 

/i = 3, = 0,7... F (or) =: 0,081890 6' — ^^o,35o6o?-|-o,5o;* 

0,8... 0,0859096' — 0,40060; -f-o,5o;' 

0,9 . . 0,0919686' — o,45o6o;-ho,5o;'. 

1,0... 0,1000006' — o,5oo6o;-{-o,5o;' 

1,1... 0,1099536* — o,55o6o;-fr o,5oi' 

1,2. •. 0,1217866' — o,6oo6o;-h o,5o;' 

1,25.. 0,1 28397 6' — 0,625 60; -h o,5o;' 

1,3... 0,1354666' — o,65o6o;-ho,5o;' 

n = 4, d=:o,7... F(o;) = 0,096025 6' — 0,468267 60; -f-o,5o;' 

0,8. . . 0,0981256' — 0,483984607 + 0,50;' 

0,9. .. 0,1018286' — o,5o72i36o;-|-o,5o;' 

1,0. . . 0,1071436' — 0,5357 i46or-f- 0,5 o;' 

1,1 .. . 0,1140756' — 0,56805760; H- o,5o;» 

1,2. . • 0,1226326' — 0,603290 60; -l-o, 5 0;' 

1,25. . 0,1275216' — 0,62 17 75 60;-+- 0,5 0;' 

1,3. . . 0,1328166' — 0,640749607-1-0,50;' 
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11 = 5, 3 = 0,7. 

0,8. 

0,9- 
1,0. 

1,1. 

1,2. 

1,25. 
1,3. 

» = 6, = 0,7. 
0,8. 

o»9 
1,0. 

1,1. 

1,2. 

1,25. 

1,3. 

/i=7, = 0,7. 
0,8. 
0,9. 
1,0. 
1,1. 
1,2. 

1,25, 

1,3. 

« = 8, 3 = 0,7. 
0,8. 

0,9- 
1,0. 

1,1. 

1,2. 

1,25. 

1,3. 



Deuxième tnwée (smXj^). 
F(jr) = o,o924696»— o,4385i96x + o,5^' 

0,095000 fr» 0,462500 bx + 0,5 JT' 

0,0992686' — 0,492358 frx + o,5a:» 
0,io52636' — 0,5263 i66j: + o,5:r» 
0,1129776» — o,5632476x + o,5jr' 
o, 1 22404 6' — 0,602404 hx + 0,5 JT' 
o, 1 27757 6» — 0,6226466^; H- 0,5 JT» 
o, 133537 6» — o,6432656x + o,5a:» 



F(x) = 0,093438 6»- 
0,095847 6» - 
0,0999606»- 
0,1057696»- 
0,1132726»- 
0,1224656»- 
0,1276946»- 
0,1333456»- 



- 0,446620 6x -h 0,5 JT» 

- o,4683266x H- o,5a:» 

- 0,49637 1 bx H- 0,5 j:» 

- o, 528846 6x H- o,5x'» 

- 0,5645396^ -h OjSx-» 

- 0,60264 1 bx -h 0,5 j:» 

- 0,6224146^ -f- o,5x^» 

- 0,642594 6x -h 0,5 j:» 



F(a7) = 0,093 1 796» — 0,4444596^: + o,5a:» 
0,095621 6» — 0,466770 6:r -h 0,5 jc» 
0,0997756» — 0,4952986^7-4- o,5ar» 
o, io5634 6» — 0,5281696^7-1- o,5x» 
o,i 13193 6» — 0,564193 6jr-f-o,5x» 
o, 1 22448 6» — 0,602577 bx -\- 0,5 x^ 
0,1277116» — 0,622476 6:r -H o,5,2r» 
0,1333966» — 0,642774 6^ -h o,5x» 

F ( ^ ) = 0,093249 6» — o,445o396jp -f- o,5ar» 
0,0956826» — 0,4671886^7 -H o,5a:» 
0,0998246»— 0,4955866^ -H o,5a:» 
o, 1 05670 6» — o,52835o 6:r -f- o,5a:» 
0,11 32 14 6» — 0,564285 6jr-f-o,5a:» 
0,1224536» — 0,602594 6:r -f- o,5.r» 
o, 1 277066» — o,6224596jr: -h 0,5^» 
o, 1 33382 6» — 0,642725 6.r -h o,5a:- 
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^ = 9» 



71= lO, 0: 



« = I I , 



n = 1 2, = 



O,». . 

i,o.. 

1,1.. 

i,i5. 
1,3.. 

:0,7. 

o,8. 

0,9. 
1,0. 

i,r. 

î,2. 

1,^5, 
î,3. 

= 0,7. 
0,8. 

0,9 • 
1,0. 

1,1. 

1,25. 

1,3. 

0,7. 

0,8. 

0,9 • 
i,o. 
1,1. 

1,2. 

1,25. 

1,3 



Deuxième travée ( suite ). 

F ( .r ) = 0,093230 b^ — o,444883 bx -h o,5 jc' 
0,0956666* — 0,467076 é:r 4- o,5a:* 
0,09981 1 b^ — 0,495509 é:r 4- OfSx^ 
o, io566o é* — 0,5283026^ -f- 0,5 J7* 
o, 1 1 3209 6* — 0,564261 bx H- 0,5 J7* 
o, 1 22452 b^ — 0,602590 bx -i- o,5a:* 
o, 1 27708 b^ — 0,622464 bx -4- Oy^x^ 
o, 1 33386 6=^ — 0,6427 38 6.r -h o,5a:» 

F(^) = 0,093235 6* — 0,4449^4 *^-+-0j5^* 
0,095670 e* — 0,467 io66.r-+- 0,5 j;* 
0,09981 5 6* — 0,495530 bx -\- o,Sx^ 
o, I o5663 b^ — 0,5283 iSbx-^OySx^ 
o, 1 1 32 1 o 6' — 0,564267 bx -H 0,5 j;* 
o, 1 22452 b^ — 0,60259 ibx-^o,Sx^ 
o, 1 27 707 é* — 0,622462 bx -f- o,5.r* 
o, 1 33385 6* — 0,6427356^ H- o,5x^ 

F(^) = 0,0932346* — o,4449'4^'^"i"0,5a;' 
0,0956696* — 0,467098 6a: -f- 0,5 o;' 
0,0998 1 4 6* — 0,495524 bx H- 0,5 J7* 
o, I o5662 6* — 0,5283 1 1 6^ -h o,5.r' 
0,11 32 10 6* — 0,5642666^ -i- 0,5 j;' 
o, 1 22452 6* — 0,602591 bx + o,5:r* 
o, 1 27 707 6* — 0,622463 bx -f- 0,5 J7* 
o, 1 33385 6* — 0,642735 bx -f- o,5.r* 

F ( j; ) = Oj.093234 6* — * 0,44491 7 6:c -+- o,5a;* 
0,095669 6* — 0,467 1 00 6.ÎF + 0,5^* 
0,0998 146* — 0,495526 bx -h 0,5 o:* 
o, 1 o5662 6* — 0,5283 i^bx-h 0,5^* 
o, Il 32 10 6* — 0,5642666^ -f-o,5.r* 
o, 1 22452 6* — 0,602691 bx ■+- o,5.r* 
o, 1 27707 6^ — 0,622463 bx 4- 0,5 :r' 
o, 1 33385 6^ — 0,6427356.^ H- o,5jp' 



Digitized by 



Googk 



3^8 



FORXULAIRB ANALYTIQUE. 



Troisième travée. 



/i = 5, 


= 0,7.. 


. F(x) = 


= o,o3o5o66' 




0,8.. 




0, 045000 6' 




0,9. . 




0,0611 46 6> 




1,0. . 




OyOrjS^'jb' 




1,1.. 




0,098405*» 




1,2.. 




0,119519*» 




1,25. 




0,130699*» 




1,3.. 




0,142293*» 


/i = 6, 


= 0,7.. 


F(:r) = 


= o,o258o4*» 




0,8... 




o,o4ii86*» 




0,9.. 




0,058226*» 




1,0.. 




0,076923*» 




1,1.. 




o>o97279*» 




1,2.. 




0,119296*» 




1,25. 




0,130927*» 




1,3.. 




0,142973*» 


w = 7. 


5 = 0,7... 


F(x) = 


= 0,027058*» 




0,8.. 




o,o422o5*» 




0,9.. 




0,059007 *» 




1,0.. 




0,077465*» 




1,1.. 




0,097581*» 




1,2 . 




0,119356*» 




1,25. 




o,i3o866*» 




1,3. . 




0,142790*» 


« = 8, 


= 0,7.. 


F(^) = 


= 0,026722*» 




0,8.. 




0,041932*» 




0,9.. 




0,058797 *» 




1,0.. 




0,077320*» 




1,1... 




0,097500*» 




1,2., 




0,119340*»- 




1,25. . 




0, 1 30882 *» - 




1,3... 




0,1 42830 A' 



-o,35o*j:4-o,5a:» 
-o,4oo*jr + o,5a:» 
-o,45o*jr-Ho,5j:» 

- o,5oo bx -H o,5a:» 
-o,55o*^-+-o,5j:» 

- 0,600 *x -f- 0,5 j:» 
-o,625*x-Ho,5j;» 

- o^65o *a: -f- 0,5 jr» 

- 0,3 1 7794*^ -4- o,5a:» 
-0,377224*^ + 0,5 jr» 
-0,434543*^ 4- o,5;r» 

- o,49o385*a: -f- 0,5^» 
-0,545154*^-4-0,5^» 
-0,5991 20 *:r-f-o,5.r» 

- 0,625862 bx -f- o,5.r» 

- o,652468*jr -+- o,5 jr» 

- o, 326386 *J7 -H 0,5 jr» 

- o,3833o7 ^^ "+" 0,5 j;» 

- 0,438676*^7 -H 0,5 j;» 

- 0,492958*0; -f- 0,5^» 

- 0,546452 bx -4- 0,5 jp» 

- 0,599356 bx -f- 0,5 .r» 

- 0,62563 1 bx -4- o,5.r» 

- o,65 1 806 bx -4- o,5.r» 



0,324081 *a:-4- 0,5^» 
o, 38 1 676 *.r -f- o, 5 J7» 
0,437568*^ + 0,5 j:» 
0,492268*^ -4- o,5x» 

0,5461 ©4 *x -4- 0,5^» 

0,599292 bx -H o,5x» 

0,625693 bx 4- o^Sx- 

0,142839*'- 0,651984*^ -4- o,5x» 
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ô = o,7. 
0,8. 

0,9 • 
1,0. 
1,1. 
1,2. 
i,?.5 
1,3. 



FORMULAlBE ilMALYTlQUE. 829 

Troisième travée (suite). 

F( ^ ) = 0,0268 1 a 6» — 0,824699*^ -+- Oy^x^ 
o,o42oo56* — 0,3821 1 4^^ -f- o,5'^* 
o,o58853 i* — 0,437864*0: + 0,5 x» 
0,077358 e» — o,492452é.r 4- o,5j7* 
0,0976226» — 0,546197 ftj; H- 0,5^» 
o, 1 193446^ — 0,59930960: H- o,5o:» 
o, 1 30878 6» — 0,625677 *^ -+- o>5la;» 
0,1428266» — o,65i9366o?H-o,5o:» 



n= 10, d: 



= 0,7. 
0,8. 

o>9- 
1,0. 

1,1. 

ï,2. 
1,25 

1,3. 



/*= II, = 0,7. • 
0,8. 

o>9' 
i,o. 

1,1. 

1,2. 

1,25 

1,3. 

/i= 12, 5 = 0,7. 
0,8. 

1,0. 
1,1. 
1,2. 

1,25 

1,3. 



F(^): 



= 0,0267886» 
0,0419856» 

o,o588386» 
0,0773486» 
0,0975166» 
0,1193436» 
0,1308796» 
0,1428306» 



- 0,324533 bx -h o,5o7» 

- o, 38 1 995 60; -h 0,5 0:» 

- 0,43778460: -+-o,5a;» 

- 0,492403 60: H- o,5o:» 

- 0,5461 7260: -+- o,5o:» 

- 0,59930560: 4- 0,5 0:» 

- 0,625681 60: -H 0,5 07» 

- o,65 1 949 607 -h o,5o:» 



F(o;) = 0,026794 6» — 0,324577607-1-0,50:» 
0,0419916» — 0,382027607-1-0,50:» 
0,0588426» — 0,43780660: -h o,5o:» 
0,077351 6» — 0,492417607-4-0,507» 
0,09751 7 6» — 0,5461 78 607 -h o,5o7» 
0,1 193436» — 0,59930660: -H o,5o:» 
o, 1 308786» — 0,62567960? -f- O,507» 
0,1428296» — 0,65194660: -f-o,5o:» 

F(07)=: 0,026792 6» 0,324564 607 -h O,507» 

. 0,0419896» — 0,382019607-1-0,507» 
o,o5884i 6» — 0,43780060:4-0,50:» 
0,0773506» — 0,49241 360: -H o,5o7» 
0,0975 176» — 0,5461 77 607 -I- o,5o7» 
0,1193436» — 0,599306607 4- o,5o7» 
o, 1 30878 6» — 0,62667960: 4- o,5o:» 
o, 1428296^ — 0,661947 607 4- 0,60:» 
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33o ■ FORMVtAIRB AHALYTIQVE. 

Quatrième travée, 

/t=:7, 4 = 0,7... F( or) = 0,0435886' — o,35o6a7-|-o,5a^' 
0,8 • . . 0,0555596* — 0,4006a; -h o,5a;' 

1,9. .. 0,0691996' — 0,450 6a: -h 0,5a;:' 

0,084507 6' — o,5oo6a: H- o,5a;' 
0,1014846' — o,55o6a:-t-o,5a;' 



o 
1,0. * 



1,1. . . 0,101404^' — o,^DoOa:-f-o,oa;^ 

1,2... 0,1201296' — o, 600 6a: -f- 0,5 a;' 

1,25. . o,i3oo776'-^o,6256a:-f-o,5a7' 

1,3... o,i4o44*^* — o,65o6a:4-o,5a:' 

/i = 8, = 0,7... F(a:) = o,o448656' — o,35864o6a:-|-o,5a7' 

0,8. . . 0,056591 6' — 0,4061086a: -4- o,5a:' 

0,9. . . 0,0699866' — 0,45414360:-+- o,5a:' 

!,©• . . o,o85o52 6' — 0,502578607-1-0,50:' 

1,1... 0,1017866' — 0,55129960:-»- o,5o:' 

1,2. . . 0,1201896' — o, 600 2 36 60: -ho, 5 o:' 

1,25.. o,i3ooi66' — 0,62476960: -f- 0,5 o:' 

1,3. .. 0^1402606' — 0,649338 60: -h o,5o:' 

/i = g, 3 = 0,7.. J' F( 07)=: 0,044523 6' — 0,3563266a: -f- o,5o:' 

0,8. . . o,o563i46' — 0,404471^-^-+- 0,5 o:' 

0,9. . . 0,0697756' — o,453o336a:-ho,5a:' 

1,0. . . 0,0849066' — o,5oi8876a7-+-o,5a:' 

1,1... 0,1017056' — 0,550951 60: -f- o,5a7' 

1,2. . . 0,1201736' — 0,60017360:4-0,50:' 

1,25. . o,i3oo32 6' — 0,62483060: -h 0,5 o;' 

1,3. . . 0,1403096' — 0,64951660:4- o,5o:' 

/î=io, d=:o,7... F(a;)=:o,o446i56' — 0,35694660:4- o,5o-' 

0,8 .. . 0,0563896' — 0,40491 1 60: 4- 0,5 o:' 

0,9 . . . 0,069832 6' — 0,45333 1 60: 4- o,5o:' 

1,0. . . 0,0849456' — 0,50207260:4-0,50:' 

1,1... ' 0,1017276* — o,55io456a:4-o,5o:' 

1,2. . . 0,1201776' — 0,60019060:4- o,5a:' 

1,25. . 0,1 30028 6' — 0,62481460:4-0,50:' 

1,3. . . 0,1402966' — 0,64946860:4- 0,5 or- 
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FORMULAIRE ▲>rAl«YTIQUB« 



33 1 



Quatrième tnavée (suite). 



n= îi, d==o,7. . 


. F(X): 


= 0,0445906* — 0,356779*^-1- ^»5^« 


0,8.. 




0,0563696* — o,4o47936.r -4- o,5:r* 


0,9.. 




0,0698176* — 0,453252 6^ -h o,5:r* 


1,0.. 




0,0849346* — o,5o2022 bx -h 0,5^* 


1,1.. 




0,101721 6* — 0,5510196^ + o,5j7* 


1,'X.. 




0,1201766* — o,6ooi856^-f-o,5:r* 


i,!i5. 




0,1300296* — 0,6248 18 6:r -h 0,5 j:* 


1,3.. 




0, 1402996* — 0,649481 bx H- 0,5^* 


/l== 12, = 0,7. . 


. ¥{x). 


= 0,044597 6* — 0,3568246^ -h o,5:r* 


0,8.. 




o,o563746* — 0,4048246^ + 0,5 X* 


0,9.. 




0,069821 6* — 0,453273 6a; 4- o,5:r* 


T,0.. 




0,084937 6* — o,5o2o356.r -h o,5^' 


1,1.. 




0,1017226* — o,55i(Vî56^-ho,5a;* 


1,2.. 




0,1201766* — D,6ooi866^-ho,5:r* 


f,25. 




0,1300296* — o,6248i86:r-*-o,5a:* 


1,3.. 




0,1402986* — 0,649478 6.r -h 0,5a;* 




Cinquième travée. 


/i = 9, = 0,7.. 


. F(^) = 


= 0,0400956* — o,35o6a: -h 0,5a:* 


0,8.. 




0,052737 6' — o,4oo6a; -f- o,5a;* 


0,9.. 




0,0670456* — o,45o6a; h- o,5a:* 


1,0.. 




0,0830196* — o,5oo6a:-+-o,5;^* 


1,1,. 




0,1006596* — o,55o6a: H- q,5x^ 


1,2.. 




0,1199656* — 0,600 6a; 4- o,5a:? 


1,25. 




0, 1 302446* — 0,625 6a; 4- 0,5a;? 


1,3.. 




0, 1409386* — o,65o 6a; 4- o,5a;* 


n = 10, d==o,7. . 


. ¥{x)-- 


= 0,039753 6* — 0,3476846a: rt- o,5a;? 


0,8.. 




0,052460 6* — 0,398363 6a: -h 0,5 a:* 


0,9.. 




0,066834 6* — 0,448890 6a; -h o,5a;* 


1,0.. 




0,0828736* — 0,4993096a; + o,5a;* 


1,1.. 




0,1005786* — 0,549652 6a: 4- o,5a:* 


1,2.. 




0» ï 1 9949 *' — 0,599937 6a; H- o,5a;* 


•,?5.. 




0,1 30260 6* — 0,6250626a; H- o,5a:' 


,,3.. 




0, 1 40987 6* — o,65o ï 7 7 6a; -f- o,5a;' 
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33a FORMULAIRE ARILYTIQUV. 

Cinquième travée { suite ). 

«= II, 3 = 0,7. . . F(:r) = 0,0398456' — 0,34880660? -h o,5:t» 

o,o525356' — 0,398802 6x h- o,5^* 
0,0668906* — 0,449*87 bx -h 0,5 jr' 
0,0829126' — ^N 499494^-^ -f- o,5j:' 
o, 1 00600 6» — 0,549745 bx -h 0,5 jr» 
0,1199546' — 0,5999546^ -f- o,5.r' 
o,i3o2566' — 0,625046 6.r -f- o,5a:' 
0,1409746' — o,65oi3o6j:-+-o,5j?' 

F(^)= 0,039820 6' — 0,3481396^ -f-o,5x' 
o,o525i56' — 0,3986856^ -f- o,5x' 
0,0668756' — 0,44910760:4- o,5;r' 
0,0829026' — 0,499445 6j7 •+- 0,5 x^ 
0,1005946' — 0,54972060: -f- o,5o:' 
0,119953 6' — 0,59994960: 4- o,5or' 
0,1302576' — o,625o5o6o:-t-o,5o:' 
o, 140977 6' — o,65oi42 60: -f- 0,5 o:' 

Sixième travée. 

F( 07 ) = o,o4io3 1 6' — o,35o 6or -h o,5o7' 
0,0534936' — 0,40060: -+- o,5o:' 

0,0676226' 0,45060; -f- 0,5 07' 

0,0834186' — o,5oo6o7 •+- o,5o:' 
o, 100880 6' — o,55o 60: -f- 0,5 07' 
o, 1 20009 6' — 0,600 607 -♦- o,5x' 
0,1301996' — o,6256o7-+-o,5o;' 
o, 1 4o8o5 6' — o,65o 607 -h o,5o7' 

F(o7) = o,o4ii236' — 0,350620 607 4- o,5o:» 
0,0535676' — 0,40043960:4- o,5o:' 
0,0676796' — 0,450298607 -h o,5o:' 
0,0834576' — o,5ooi856o7 4-o,5o:' 
o, 1 00902 6' — 0,550094607 4- 0,5 o' 
o, 1 200 146' — 0,6000 1 7 607 4- O,507' 
o, 1 3o 195 6' — 0,624984 60: 4- o,5o:' 
o, 1 40792 6' — 0,649952 607 4- o,5o7' 



0,8. . 
0,9.. 
1,0... 
1,1. . 
1,2. . , 

1,25. 

1,3.. . 

1 = 0,7... 
0,8... 
0,9.,. 
1,0. . . 
1,1... 
1,2. . . 

1,25. 

1,3... 



/i= II, = 0,7. 
0,8. 

1,0. 
1,1. 
1,2. 

1,25 

1,3. 



n= 12. 



î = o,7. 
0,8. 
0,9. 
1,0. 
1,1. 
1,2. 

1,25 

1,3. 



Digitized by 



Googk 



FORMULAIRE AMÂLYTK^UE. 

VALEURS DE /(or). 

Première travée. — Celle fonciion n'exisie pas. 

Deuxième travée. 



333 



/î = 3, = 0,7,. 


/.(^) = 


= o>o97699é^ 


— 0,48227660: 4- o,5ar' 


0,8.. 




o,io2i43é' 


— o,5ii6o76:rH-o,5a:' 


0,9. . , 




0,1084766^ 


— o,5457866,r 4- o,5ar» 


1,0. .. 




0,1166676^ 


— o,5833336a:-4-o,5a:' 


1,1.. 




0,1266916' 


— o,6233i56,r-i-o,5a7' 


1,2.. 




0,1385276' 


— o,665 1046a; 4- 0,5 J7' 


1,25. . 




0,1451196' 


— 0,6865386a; -+-0,5^' 


1,3.. 




o,i52i586' 


— 0,7082756^ + o,5:r:' 


/i = 4, = 0,7.. 


. /(^) = 


= 0,1016066' 


— o,5i497o6.r + o,5a:' 


0,8.. 




0,1 06903 6' 


— 0,537457 bx -H- 0,5^' 


0,9... 




0,1122086' 


— 0,567 44i6x-+-o,5;r' 


1,0... 




o,i2o5366' 


— 0,6026796^ -i- o,5:r' 


1,1... 




0,1308976' 


— 0,641 74o bx 4- 0,5^' 


1,2.. 




0,1 4330 16' 


— 0,6836726^ H- o,5;r' 


1,25. 




0,1502726' 


— 0, 7o55oo bx 4- o,5x' 


1,3.., 




0,1577556' 


— 0,72.781 3 bx 4- o,5x' 


n = 5, = 0,7.. 


/(^) = 


= 0,0988606' 


— 0,4919936^ 4- 0,5 j;' 


0,8... 




o,io36o56' 


— 0,52 1657 b^ "+" o,5i:' 


0,9... 




o,iio52i 6' 


— 0,557652 bx 4- o,5.r' 


1,0.. 




0,1196176' 


— 0,5980866a: 4-o,5.r' 


1,1. . 




0,1309006' 


— 0,641 753 6a; 4- o,5a;' 


1,2... 




0,1443756' 


— 0,687847 6a: 4- o,5a;' 


1,25. . 




0,1 51936 6' 


— 0,7 1 16246a; 4- o,5a;' 


1,3.. 




0,1600466' 


— 0,73581 26a; 4- o,5a;' 


» = 6, o=?o,7.. 


. /(^) = 


= 0^0990766 


' — 049^799*^ -+- OySX^ 


0,8. . 




0,1038246' 


— o,523i62 6a;4-o,5a:' 


0,9.. 




0,1107526^ 


— 0,558991 6a; 4- o,5a;' 


1,0.. 




0,1198726' 


— 0,59935960:4-0,50;' 


1,1.. 




0,1 3 11946' 


— 0,6430396a: 4- 0,5 a;' 


1,2.. 




0,1 447^-5 6' 


— 0,68920960:4-0,50;' 


1,25., 




0,1 52322 6' 


— 0,71304460: 4- o,5o:' 


1,3... 




0,1604736' 


— 0,73730260:4-0,50;' 
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FOKMVLAIllB ANALTTIQVS. 



w=7, 



=0,7. 
0,8. 

0,9. 
1,0. 
1,1. 

1,2. 
1,25. 

1,3. 



Deuxième travée (suite). 

y^(^)=r 0,098874 ft' — 0,4921 loftjr -4- 0,5 j:» 
Oyio36556' — o,522oo3ftar -f- o,5^' 
o, 1 1 06286' — 0,558273 6;r -+- 0,5 j:' 
0,1198046* — 0,59902 i6:r -4- 0,5^' 
0,131193 6' — o,643o366^-+-o,5j:^ 
o, 1 44^<>3 6* — 0,6895 1 1 6a; -f- o,5ar' 
o, 1 5344^** — o»7 1 3487 bx -+- 0,5 j;» 
0,1606396' — 0,73788260? -+-o,5j:' 



« = 8, ô = 



0,7. 
0,8. 

o>9- 
1,0. 

1,1. 

1,2. 

1,25. 

.,3. 



/, (ar ) = 0,098889 6' — 0,492236 6a? -h o,5a:' 
o, 1 03670 6' — 0,522 iog6<r -4- o,5a:' 
o, 1 106446' — o,5583686a? -|- o,5a;' 
o, 1 1 9822 6' — 0,5991 1 1 60? -h o,5a:' 
0,1 3 12146' — 0,6431 286a: H- o,5ar* 
o, 1448286' — 0,6896696a? -h o,5a?' 
o, 1 52470 6' — .0,7 1 3590 6a? -h o,5a?' 
o, 1606706' — 0,737990 6x H- o,5a:' 



n = 9, = 0,7. 
0,8. 

0.9 • 
1,0. 
1,1. 
1,2. 

1,25. 

1,3. 



/,(a?)=: 0,098875 6' — 0,492 1166a? -h o,5a?» 
o, io36586' — 0,522025 6a? -h 0,5 a?' 
o, 1 10635 6' — o,5583i66a? -h o,5a?' 
o, 1 1 98 1 7 6' — 0,599087 6a? -h 0,50?* 
o,i3i2i46' — 0,6431286a? -h o,5a?' 
o, 1 44834 6' — 0,68963 1 6a? -f- o,5a:* 
o, 1 524796' — 0,71 3622 6a? -+- o,5a?' 
o, 1 60682 6' — o, 738032 6a? -+- 0,5 a;' 



nz=z 10, âi=o,7. 
0,8. 
0,9. 
1,0. 
1,1. 
1,2. 

1,25. 

. ,,3. 



y, { or ) = 0,098876 6' — 0,492 1 24 6a? -H o,5a:' 
0,1036596' — o,522o336ar-Ho,5a?' 
o, no6366' — o,5583226a? -+- o,5a?' 
0,1198196' — 0,599094 6a? -H o,5a:' 
o,ï3i2i66' — 0,6431 35 6a? -f- o,5a?- 
o, 1448356' — 0,689637 6a? -f- o,5x' 
6,152481 6' — o,7i363o6a?-|-o,5a?' 
0,1606846' — 0,7380396a?-!- 0,5 or' 



Digitized by 



Googk 



FORMULAIRE ANALYTIQUE. 
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«= 1 1, 5 = 0,7. 
0,8. 

1,0. 
1,1. 
1,2. 

1,25 

1,3. 

71= 12, = 0,7. 
0,8. 
0,9. 
1,0. 

1,2. 
1,25 

1,3. 



/i = 5, 



= 0,7. 
0,8. 
0,9. 
1,0. 
1,1. 
1,2. 

1,25 

1,3. 



ft==:6, = 0,7. 
0,8. 
0,9, 
1,0. 
1,1. 
1,2. 
1,25 

1,3* 



Deuxième tmvée (suite). 

y;(.r) = 0,098875 6* — 0,4921 i6ft.r -H 0,5 .r' 
o, io3658 b'^ — 0,522026 6a: 4- o,5a:^ 
o, 1 1 o636 6' — o,5583 196^ -\- o,5;r* 
o, 1 198186* — 0,599092 6.r H- o,5a:* 
o, î 3 ï 2 16 6' — 0,643 1 35 ftx -H o,5;r* 
o,i448366* — o,6896396:r H- o,5x' 
<i, 152481 6' — 0,7 i363i bx -h o,5:c'^ 
o,î6o6856* — 0,738042607-1-0,50;* 



/ (.r) = 0,098875 6' - 
0,1036596*- 
o,no6366*- 
0,1198196*- 
o,i3i2i66*- 
o, 1448366* - 
0,1 52481 6*- 
o,i6o6856*- 

Troisième travée, 

/.(jc) = o,o585956*- 

0,074144^''" 
«,0916996*- 

o, n 1 244 6* - 
0,1327666*- 
o,i562536*- 
0,1687316*- 
0,1816976*- 



- 0,4921 1660; -H 0,5 07* 

- 0,52202960; -f- o,5o;* 

- o,55832o6o; H- o,5o;* 

- 0,599093 60; -f- o,5o;* 

- 0,643 1 35 60; -h o,5o;* 

- 0,68964060; -h o,5o;* 

- o, 7 1 363 1 60; -f- o,5o;* 

- o, 738042 60; -f- o,5o;* 



- 0,437331 60; -h o,5o;* 

- 0,48725060: -f- o,5o;* 

- 0,53859860; -h o,5o;* 
-0,59090960; -h 0,5 0;* 

- 0,64389460; -f- 0,5 0;* 

- 0,697361 60? -h o,5o;* 

- 0,72423460; H- o,5o;* 

- 0,751 185 60; -4- o,5o;* 



/, { 0; ) =;; 0,054972 6^* — 0,41 25 1660; -+- o,5o;* 
0,0713466* — 0,47053960; -h o,5o;* 
0,0897796* — 0,528433 60; -h o,5o;* 
0,1102566* — 0,58621860; -f-o,5o;* 
o, 1327696* — 0,64390660; -h o,5o;* 
0,1573076* — 0,70151260; -h o,5o;* 
0,1703336* — o,73o2866o;H-o,5o;* 
o,i83863 6* — 0,759043 60; -f- o,5.r^ 
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FORMULAIRE ANALYTIQUE. 



Troisième travée (suite). 



/i = 7, 5 = 0,7.. 


. /.(^) = 


=0,055249*' 


0,8.. 




0,071 608 ft' 


0,9.. 




0,0900396' 


1,0.. 




0,110529 e' 


1,1.. 




0,1330696' 


1,2.. 




0,157651 6' 


1,25. 




0,1707056' 


1,3.. 




0,1842676' 


« = 8, 5 = 0,7.. 


. /.(^) = 


= 0,0549866' 


0,8.. 




0,0714046' 


0,9. . 




0,0898996' 


1,0.. 




0,1104576' 


1,1.. 




0,1330696' 


1,2.. 




0,1577276' 


1,25. 




0,170821 6' 


1,3.. 




0,1844256' 


w = 9, 5 = 0,7 . 


. M^)- 


= o,o55oo56' 


0,8 . 




0,0714236' 


0,9.. 




0,0899176' 


1,0.. 




0,1104766' 


1,1.. 




0,1330906* 


1,2.. 




0,1577526' 


1,25. 




0,1708486' 


1,3 . 




0,1844546' 


n= 10, 5 = 0,7. . 


r^x)'^ 


= 0,0549876' 


0,8. 




0,0714086' 


0,9.. 




0,0899076' 


1,0.. 




o,iJo47i6' 


I,T.. 




o,< 330906' 


1,2.. 




0,1577576' 


1,25. 




0,1708566' 


1,3.. 




0, 184465 6*^ 



— 0,472103 6:r -h o,5;r' 

— 0,5298 »o6j; -h 0,5 jr» 

— 0,58751 3 bx -4- 0,5 j;' 

— 0,645200 6j: -4-0, 5 ;r» 

— 0,702867 bx -h o,5a:' 

— 0,7316916^ + 0,5.27' 

— o, 760509 6 j; -4- o, 5 x^ 

— 0,4 1 261 3 6^ H- 0,5^' 

— 0,47088860: -h 0,5^' 

— 0,5290696^ + 0,54;' 

— 0,587 ' 69*^ 4- o,5:r' 

— 0,645x996^ -h o,5.r' 

— o, 703 167 bx -h o,5;r' 

— o, 732 1 3o 6^ H- 0,5 j:» 

— o, 76 1 082 bx -f- o, 5a:' 

— 0,412747 6^ -h o,Ôa:' 

— 0,4709996^-1-0,50:' 

— 0,529167 bx H- 0,5 o:' 

— 0,587261 bx -h o,5or' 

— 0,645291 bx-^OySx' 

— 0,70326460:4-0,50:' 

— 0,732232 60: -h o,5o:' 

— 0,761 18860: -h o,5o:' 

— 0,41261960: H- o,5o:' 

— 0,47091 i6o:-|-o,5o:' 

— 0,5291 i36o: + 6,5o:' 

— 0,587237 60: -I- o,5o:' 

— 0,645291 60: -f- 0,5 ;r' 

— 0,70328660: -I- o,5or' 

— 0,732263 60: H- o,5o7' 

— o, 76 1 228A0: 4- o, 5 :r' 
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Troisième travée [smïXq). 



71 = 


= 11, = 0,7.. 


• /.(^)= 


= 0,0549886»- 


-0,4126276^ -4- o,5.r» 




0,8.. 




0,071410e»- 


- 0,470920 bx -f- 0,5^» 




0,9, . 




0,0899086»- 


-0,5291206^ + 0,5^» 




1,0.. 




0,1104726»- 


-0,5872436^ + 0,5^» 




1,1.. 




0,1330926»- 


- 0,645298 bx -+- 0,5^7» 




1,2.. 




0,1577596»- 


- 0,703293 6^ -h o,5.r» 




1,25. 




0,1708586»- 


- 0,7322706.27 -f-o,5.r» 




1,3.. 




0,1844676»- 


-0,761 2366^-+- 0,5 J7» 


/l = 


= 12,^ = 0,7.. 


• /.(^)= 


= 0,0549876»- 


-0,4126196.2: 4- 0,507» 




0,8. • 




0, 07 1409 6» i- 


-0,47091460; + 0,5^» 




0,9.. 




0,0899086»- 


-0,529117607-1-0,507» 




1,0.. 




0,1104726»- 


- 0,58724 1 6or -f- o,5o7» 




ï,i.. 




0,1330926»- 


- 0,645298607 4- O,507» 




1,2.. 




0,1577596»- 


- 0,7032194 607 -f- O,507» 




1,25. 




0,1708596»- 


-0,732273607-4-0,507» 




1,3.. 




0,1844686»- 


-0,761239607-1-0,50:» 






Quatrième travée. 




n- 


= 7, 0=0,7.. 


. /.(^) = 


= 0,0594356»- 


- 0,420599 607 4. <5,507» 




0,8.. 




0,0755616»- 


-0,477218607-1- O,507» 




0,9.. 




0,0938826»- 


- 0,5342 1 3 607 -h o,5o7» 




1,0.. 




0,1143946»- 


-0,5914646074-0,507» 




1,1.. 




b, 1 3^090 6» - 


-0,64888760:4-0,507» 




1,2.. 




0,1619676»- 


-0,7064366074-0,507» 




t,25. 




0,1752^36» — 


- 0,735246607 4- o,5o7» 




1,3.. 




0,1890226»- 


- 0, 764075 607 -f- 0,5 x"^ 


/i = 


= 8, â = o,7.> 


. /.(^) = 


= 0,0597176»- 


- o,4225o66o7 -|-o,5x» 




0,8. . 




0,0758266»- 


- 0,478789607 -^ 0,5 07» 




0,9.. 




0,0941456»- 


-0,535596607-1-0,50:' 




1,0.. 




0,1146686»- 


-0,592761607-1-0,50:» 




1,1.. 




0,1373916»- 


- o,65o 1 82 607 -f- o,5o7» 




1,2.. 




0,1623116»- 


- 0,707791 607 -H o,5o7» 




1,25. 




0,1755946» — 


-o,73665o6o7-^o,5o7» 




1,3.. 


. 


0,1894256»- 


- 0,765540607 4- O,507» 




III. 






22 
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n = 9, d = o,7.. 

0,8.. 
0,9.. 
1,0.. 
1,1.. 

i,a.. 

1,25. 

1,3.. 
n=: 10, d=:o,7. . 

0,8.. 
0,9.. 

lyO. . 

1,1.. 

1,2.. 
1,25. 

1,3.. 
11= II, 3 = 0,7. • 

0,8.. 
0,9. . 
1,0.. 
1,1.. 

1,2.. 

1,25. 
1,3.. 

n= 12, 3 = 0,7. . 
0,8.. 
0,9.. 
1,0.. 
1,1.. 
1,2.. 

1,25. 

1,3. . 



Quatrième travée {smie) 



o,o5945oft' — 0,42069960; -f- 0,5 x^ 
0,0756206* — o,4775696:c -f- o,5 j;* 
0,0940046' — 0,5348^2 6^7 -h 0,5^* 
0,11 4595 6' — 0,5924 1 66j: -h 0,5 j:' 
0,1373906' — o,65oi8o6:r-|-o,5j:* 
0,1623876' — 0,708091 6^7 -f-o,5x' 
0,1757106' — 0,7370906^ -4- 0,5 j?' 
o, 1 89582 6' — 0,766 II 2 6.r -H 0,5 JT^ 



/,(a:)= 0,059470 6' — 0,420834 6:r-i- 0,5 a:' 
0,075639 6' — 0,47768 1 bx -\- 0,5 j:' 
0,094022 6' — 0,53495060: H- o,5ar' 
o. Il 46 1 4 6' — 0,592508 bx -f- o,5o;' 
o, 13741^*' — 0,65027360; -4- o,5o;' 
0,1624126' — 0,70818860; -H o,5o;* 
0,1757366' — 0,737 19060; -h o,5o;* 
0,1896116' — 0,7662 17 60; -4-0, 5o;' 

y, ( X ) = 0,05945 1 6' — 0,42070460; -h o,5o:' 
0,075625 6' — 0,477594 60; -4- o,5o:' 
0,0940 126' — 0,534897 60: + o,5o:' 
o, 1 1 46096' — 0,592483 60: -f- o,5o:' 
o, 1 374 126' — 0,65027360; H- o,5o;' 
0,1624176' — 0,708209607-1-0,50:' 
' 0, 1 75745 6' — 0,73722260; -f- o,5o;' 
o, 189622 6' — 0,76625860; -t- o,5o:* 

y; ( 0; ) = 0,059453 6' — 0,42071660; -h o,5o;* 
0,6756266' — 0,47760260; -+- o,5o;* 
o y 0940 1 3 6' — 0,534903 bx H- o,5o:' 
c, 1 1461 1 6' — 0,5924^1 60; -h o,5or» 
o, 1 374 1 3 6' — 0,65627960; -f- o,5o:* 
o, 162419 6' — 0,708233 60; -I- o^5o:* 
o, 1 75747 6'^ — o,73723o6o;-i- o,5o:^ 
o, 189624 6' — 0,76626560; 4- o,5o7^ 
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Cinquièifie travée^ 



71 = 9, ^ = o>7- 


/(^) = 


= o,t>56ô3ift' 


0,8;., 




0^0729936' 


0,9. . . 




0,0912086* 


1,0.., 




0,1*136766* 


i,t.. 




0,1373946* 


i,îi... 




b,k683626* 


1,^5. 




0,17^1906* 


1,3.. 




0,19^5796* 


n= 10, = 0,7. . 


. /•(^) = 


=:o>t»557636* 


0,8.. 




0,07^7876» 


0,9.. 




0,^94067 6* 


i,o.. 




o-,n36o36* 


1,1.. 




o>k373946* 


î,îi... 




0,1634386* 


1,25., 




0,1773066* 


1,3... 




0,1917366* 


/i=ii, = 0,7.. 


. /.(^) = 


= 0,0557836* 


0,8... 




0,0728056* 


0,9.. 




0,0920696* 


1,0.. 




0, 1 1 3623 6* 


1,1.., 




0,1374166* 


i,a.. 




0,1 63463 6* 


1,25. 




0,1773326* 


1,3.. 




0,1917656* 


n=^ 12, = 0,7. . 


. /(^) = 


= 0,0557646* 


0,8. • 




0,072791 6* 


0,9.. 




0,0920766' 


1,0.. 




o,ii36i86* 


î,i.. 




o,i374i66* 


1,2.. 




0,1634696* 


1,25. 




0,177341 6* 


1,3.. 




0,1917766* 



— o,4i583o6â: -h 0,5 JT* 

— Of^j^^o^bx -h 0,5 X* 

— 0,532867 bx + o,5a;* 

— o,59i5o36:r -|- o,5 j?* 

— 0,660 1 85 bx -f- Oj5ar» 

— o, 70890 1 bx -f- o,5.r* 

— 0,7382696^7 -h o,5.r* 

— o, 767641 bx 4- 0,5 j:' 

— 0,4 1 4^2*^ ^^ "+■ ^>5 a;* 

— 0,4730796^ -H o,5a:* 

— o,532i236x-l-o,5a;* 

— 0,591 i586a; -f- o,5:c* 

— o,65oi856^ -f- 0,5a:* 

— 0,709202 bx -H 0,5^* 

— 0,7387086^ + ot,5a;* 

— o,7682i26j:-|-o,5x* 

— o,4i4ï566^-|-o,5a:* 

— 0,473 1896^ -H 0,5^* 

— o,5322o3 bx H- o,5a;* 

— 0,5912516^ + 0,5^* 

— o,65o277 bx + 0,5 :p* 

o, 709299 bx -h 0,5 07* 

— 0,7 38809 6x -f- 0,5 j;* 

— 0,7683186^ 4- o,5a7* 

— Oy^i^oiGbx H- 0,5^* 

— o,473io36.r + o,5j;* 

— 0,532 1 69 6 j: -h 0,5 J7* 

— 0,591 227 bx -h 0,5 j:* 

— o,65o277 6j: -h o,5;r* 

— o, 70932 1 bx -h 0,5 J7* 

— 0,738841 bx ■+- o,5.r* 

— 0,7683596^ -f o,5a:* 

22. 
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n== II, = 0,7. 

0,8. 

i,o. 

1,1. 

1,2. 
1,25. 

1,3. 



«=12, ô = 



0,7. 
0,8. 
0,9. 
1,0. 
1,1. 
1,2. 

1,25. 

1,3. 



Sixième traitée. 

/.(a?) r= o,o56o45é' — o,4i453i fta; H- o,5a:' 
0,073052 ft' — 0,473499 bx -4- o,5.r- 
0,092330 e' — 0,532494 ^«27 -H 0,5 X- 
o, 1 1 3877 6' — 0,591 5o66j7 -+- 0,5^= 
o, 1 37695 b^ — o,65o53 1 bx -+- o,5^* 
o, 163782 6' — 0,709565^0? -+- o,5.r* 
0,177676^' — o,739o84&:r-|-o,5^^ 
o,i92i38é* — o, 768605 6x 4- o,5x' 

f^(x)= o,o56o65 b^ — 0,4 1 4667 bx -+■ o,5x' 
, 0,0730716^ — 0,4736 ii6x -h o,5a:- 
0,0923486' — 0,532591 bx -H o,5x- 
o, 1 13897 6' — 0,5915996^ H- 0,5 X' 
0,137716 e' — 0,650624 6^ H- o,5x- 
0,1638076' — 0,7096626^17 + o,5x' 
o, 1 77703 6' — 0,7391856^ H- o,5j7' 
0,1921676' — 0,7687 1 o 6a? 4~ 0,5 j:^ 
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Première travée. 



341 



n = Zy = 0,7,.. 


M^)'- 


= — o,4o23oi bx + o,5.r' 


0,8. . 




— 0,3978576^7-1- 0,5 :r» 


0,9.. 




— 0,8915246^ +0,5:^2 


1,0.. 




— o,383333 6.r-+-o,5^=' 


1,1.. 




— 0,3733096^ 4- 0,5 :c'^ 


1,2.. 




— o,36i473ft:r + o,5a;^ 


1,25. 




— 0,354881 bx 4- 0,507^ 


1,3.. 




^- 0,347842 ftj; H- o,5:r=' 


n = 4, ^ = 0,7... 


/.(^) = 


= — 0, 398394 &^ -h o,5a:^ 


0,8.. 




— 0,394097 bx -f- o,5x'^ 


0.9- • 




— 0,387792 bx -+- o,5;r^ 


1,0.. 




— 0,3794646^4-0,5^' 


ï,i.. 




— 0,3691036^ -1- o,5.r=^ 


1,2.. 




— 0,3566996a; -f- 0,5^^ 


1,25. 




— 0,3497286^1; -H 0,5^^ 


1,3.. 




• — 0,342245 bx -h o,5.r' 


/i = 5, 5 = 0,7... 


M^y- 


= — 0,4011406^4- 0,5 :r' 


0,8.. 




— 0, 396395 6.r 4- o,5a;- 


0,9. . 




— 0,3894796^ 4- 0,5^;^^ 


1,0... 




— o,38o3836^4-o,5.r^ 


1,1.. 




— 0,3691 00 bx 4- 0,5 j;' 


1,2.. 




— 0,355625 6.r 4- o,5.r^ 


1,25. 




— 0,3480646^ 4- o,5a;^ 


1,3. . 




— 0,339954 6.r 4- 0,5a:* 


w=6, = 0,7... 


M^)-- 


= — 0,4009246a; 4- 0,5 o;^ 


0,8... 




— 0, 3961 76 6.r 4-0,5 o;* 


0,9.. 




— 0,3892486a; 4- o,5a;^ 


1,0.. 




— o,38oi286a;4-o,5a;* 


1,1.. 




— o,3688o66a;4-o,5a:^ 


i,2.. 




— 0,3552756a; 4- o,5a;^ 


1,25. 




— 0,347678 60:4- o,5a;' 


1,3.. 




— 0,339527 60:4- o,5a;' 
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Première àrauée (suite 

n = 7> d = o,7.. 
0,8.. 
0,9.. 
1,0. . 
1,1.. 

1,2.. 
1,25.. 

1,3.. 



fi{x):=: — o,4oi 1 26bx -+- o,5 j:' 

— 0,396345 frx -+- 0,5^7» 
' — 0,3893726.^-4-0,5^' 

— o,38oi966;f-4-o,5^' 

— 0,368807 bx -+- 0,5 j:' 

— o,355i97 bx -h o,5^* 

— 0,3475586^ -h 0,5^' 

— 0,339861 bx -+- 0,5^' 



/i = 8, ^ = 0,7... 
0,8... 

i,o« . . 
i,î... 

Ivy2* • • 
1,25. . 

,,3... 



fi{x) = — o,4oi iiibx-^ o,5x^ 

— 0,3963306^7 -h 0,5 j;* 

— 0,3893^566:1: H- 0,5 j;' 

— 0,3801786^ -t- OySx- 

— 0,3687866^ H- 0,5 jc' 

— 0,355 1726^ + o,5:r' 

— 0^347580 bx -+- o,Sx^ 

— 0,339880 bx -f- o,5jc^ 



n = 9, 



0,7.. 
0,8.. 
0,9.. 
1,0.. 
1,1.. 
1,2. . 

1,25. 

1,3.. 



fi(x) = — o,4oii256x-+-o,5.r- 

— 0,896342 6.r + 0,5 jc' 

— 0,889865 6a: -4- 0,5^» 

— 0,880188 bx -h 0,5 j:' 

— 0,368786 bx -+- o,5a:' 

— o,355i666a: -t- o,5.r» 

— 0,347521 bx ■+- 0,5 j:^ 

— 0,3393 18 6:r -+- o,Sx^ 



n = io, = 0,7.. 
0,8.. 
0,9.. 
1,0. . 
1,1.. 
1,2.. 

1,2,5. 

1,3.. 



fi{x) = — o,4oii246x-|-o,5a:' 

— 0,896841 bx -h o,5.r' 

— o, 389864 6.r -h 0,5 j:' 

— o,38oi8i6a:-ho,5a:' 

— 0,868784 bx H- 0,5 j:' 

— o, 855 1 65 6.r-f-o, 5 j:' 

— 0,8475 i96.r + o,5a:- 

— o,8893i66.r 4- o,5x' 
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n=^ii, 5 = 0,7. 
0,8. 

o,9- 

1,0. 

1,1. 
. 1,2. 

1,25 
' 1,3. 

/l = I2, = 0,7. 
0,8. 

* 1,0. 
1,1. 
1,2, 

1,25 

1,3. 



71 = 3, ô==o,7.. 
0,8.. 
0,9.. 
1,0 . 
1,1.. 
1,2. . 
1,25. 
1,3.. 

/i=4> 0=0,7.. 
0,8.. 
0,9. . 
1,0.. 
1,1 . . 
1,2. . 

1,25. 

1,3.. 



Première traitée (suite). 

f^(x) = — p,4oii2^56^-+-o,5,r' 
— o, 396342 6x -h o,5a:' 

— 0,389364 bx -+• o,5x* 

— 0,380182 bx -+- 0,5 j:* 

— 0,3687840^ -h o,5x^ 

— o, 355 1 64 &^ -t- o.,5x' 

— 0,3475196^ -h 0,54:* 

— 0,33931 5 fto: -4- 0,5^' 

fi{x) = — o,4oi I256a:-h o,5a:' 

— 0,396341 b^ + OySX^ 

— 0,389364*^ -+- o,5a:» 

— 0,380181 bx -h o,5a:* 
^0,368784 6^ -4- 0,5 :c'* 

— 0,355 164 6^ -h 0,5^' 

— o,3475i96a:-ho,5a:* . 

— o,3393i5é.r-|-o,5^' 

Deuxième travée. 

/j(;c) = o,oo5io6ft* — 0,217724*^-4-0,50:» 
0,012857 b^ — 0,28839360; H- o,5o;» 
0,0222696» — 0,3542 146^ -h o>5o:» 
o,o33333 6» — 0,416667 607 -4- o,5o?» 
' o,p46o456» — 0,476685 60: -h o,5or» 
o,o6q4o^ ** — 0,534896 bx -4- o,5a:» 
* 0,0681966» — 0,563462 bx -h 0,5 X' 
0,076401 *' — 0,591 72560; -ho, 5 X» 

^5(0;)=: 0,0 140576» — o,29!^236o;-ho,5o;» 
0,0200006» — 0,33750060; -h o,5o;» 
0,027201 6» — 0,38283660; -h o,5o;» 
0,0357 146» — 0,42857 1 60; -h o,5o;» 
0,045582 6» — 0,474^57 60; -4- o,5o;» 
o,o56842 6» — 0,52 1 o53 60; -4- o,5o;» 
p,o63oo46» — 0,54435560; H- o,5o;» 
0,069525 6» — 0,567722 60; -h o,5or» 
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« = 5, 3=0,7. 
0,8. 
o,g. 
1,0. 
1,1. 
1,2. 

1,25 

1,3. 



Deuxième travée (suite). 

/»=o,oi3i57^— o,285o89ftx-f-o,5jr' 
0,0190796»— o,33i 1696X H- 0,5 jr= 
0,0262426» — 0,37727060:-+- 0,5 jr= 
0,0346896» — 0,423445 6x + 0,5 jr^ 
o,o44i546» — 0,4697 i66x-4- 0,5 JT* 
0,055567 6» — o,5r6o956jr -^ o,5 jr= 
0,0616376» — o,5393256x-4-o,5jr^ 
o,o68o536»— o,5625826jr + o,5jr» 



/i = 6, o = 0,7 . 
0,8. 
0,9. 
1,0, 
1,1- 
1,2. 

1,25 

1,3. 



yi(x)=o,oi39o36»- 
0,019701 6»- 
0,0266976'- 
0,0349366»- 
0,0444536»- 
0,0552806»- 
0,0611926»- 
0,0674416»- 



- 0,291 33o 6jr -f- 0,5 JT» 

- o,3354446j: -+- 0,5 X' 

-<>»3799<>9*-^.-H o,5x' 

- o,42468o6x -+- o,5ar» 
-0,4697 i36x -h 0,5 jr» 
-o,5i49786x-|-o,5j:= 

- 0,537687 6x -I- 0,5 or» 

- 0,560445 bjc -h 0,5 X» 



3=0,7, • 
0,8.. 
0,9.. 
1,0.. 
1,1,. 
1,2.. 

1,25. 

1,3. . 



/s(x) = o,oi38466»- 
0,0196436». 
0,0266366»- 
0,0348686»- 
0,0443756»- 
o,o55i866»- 
0,0610896»- 
0,0673276»- 



- o, 290853 6ar -I- o, 5 jr» 
-o,335o44fr^-4-o,5x- 

- 0,379552 bx -+- o,5x' 

- 0,4243396^ -h o,5a:» 

- 0,469369 6a: -f- o, 5 X» 
-o,5i46i36a7-f-o,5jr' 

- 0,537307 bx H- o,5ar* 

- o,56oo466x H- o,5x» 



^==8, 0: 



0,8. 

0,9 • 
1,0. 
1,1. 
1,2. 
1,25 

1,3. 



/(x) = 0,013900 6»— o,29i3o66x-|-o,5jr= 
0,0196886» — o,3353556x-|-o,5a:» 
0,0266696» — 0,3797446^ + o,5x» 
0,0348866* — 0,4244296a: -h o,5x» 
0,0443756* — 0,46936960: -f- o,5a:» 
o,o55i656» — 0,5145326a: -4- o,5x» 
0,0610576»— 0,5371896a: -f-o,5a:» 
0,0672826' — 0,5598906a: -H o,5a:» 
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« = 9, = 0,7. 
0,8. 

1,0. 
1,1. 
1,2. 
1,25. 

1,3. 



Deuxième travée (suite). 

/fc(j;) = 0,013896 i^ — 0,2912736^-1-0,507' 
0,0196846» — 0,3353266^ 4- o,5:r» 
0,026664 *' — o>3797 196^ -+- 0,5^* 
0,0348816» — 0,424405 6^ -f- 0,5^» 
0,0443696» — 0,4693456^ -+- 0,5^» 
0,0551596» — o,5i45o66^ -f- o,5:i?» 
0,0610496» — 0,537161 bx -+- 0,5^» 
0,0672746» — 0,5598626^ -f- o,5:r» 



n^^ 10, = 0,7. . 
0,8.. 
0,9. 
1,0. . 
1,1. 
1,2.. 

1,25- 

1,3.. 



n=ii,d = 



0,7.. 
0,8.. 
0,9.. 
1,0.. 
1,1.. 
1,2 

1,25. 

1,3.. 



^(^) = 0,0139006» — 0,291304 6.r -4- 0,5 j:» 
0,0196876» — o,3353496j:-f-o,5^» 
0,026667 *' — 0,379733 bx -h o,5:r» 
0,0348826» — 0,424411 6a: 4- o,5.r» 
0,0443696» — 0,4693456^ + o,5<r» 
o,o55i57 6» — o,5i45oo6^ -f- o,5^» 
0,061 047 6» — 0,537 1 53 ^^ H- o,5l.r» 
0,0672716» — 0,559851 6^ -h o,5.r» 

/4(a;) = 0.013900 6» — 0,291 3o3 6^ -4- 0,5^» 
0,0 19687 6» — o,3353466.r -f- o,5a:» 
0,0266666» — 0,379731 6.r-ho,5.r» 
0,0348826» — 0,4244 <o6.r-i-o,5.r» 

0,0443696» — 0,469343 bx 4- 0,5 JT» 

o,o55i57 6» — o,5i44986.r 4- o,5.r» 
0,0610466» — o,537i5o6.r + o,5a:» 
0,0672706» — 0,55984860; -4- o,5or» 



n = 12, ^ = 0,7. 
0,8. 
0,9. 
1,0. 
1,1. 

1,2. 
1,25 

1,3. 



/;(jr) = o,oi3goo6» — 0,29130460:4- o,5.r^ 
0,019687 6» — 0,33534860: 4- o,5o7» 
0,026667 ''' — 0,37973260: 4- o,5o:» 
0,034882 6» — 0,4244 1 o 6or 4- 0,5 07» 
0,0443696» — 0,46934360: 4- o,5o:» 
o,o55i57 6» — 0,51449860: 4- o,5o:» 
0,0610466» — o,537i5o6o:4-o,5.r» 
0,0672706» — 0,559848607 4- 0,5 o:» 



Digitized by 



Googk 



346 FOEMVI^lKK ABAI-TTIQUC. 

Tromèmut tmifée. 

n = S^ 3 = 0,7 ./(x)=— 0,002537** — o,262fi69&x-|-o,5jr« 
0,8. . -1-0,004344*' — o,3ia75oix-^-o,5jr* 

0,9.. 0,011961** — o,36i4o2*jr-ho,5jr* 

1 ,0 . . o,02o335 ** — 0,409091 bx -+- 0,5 JT* 

1,1 . . 0,029483*" — o,456io6*x-f-o,5jr* 

1,2. . 0,039420** 0,502639 *X 4- 0,5 JT* 

1,25. 0,044688**— 0,525766 *x 4- o,5jr= 

1,3. . o,o5oi57** — o,5488i5*j:-ho,5jr* 

11 = 6, = 0,7.. /s(x)= — 0,003728** — o, 25451 i*x-+-o,5x^ 

0,8. . -|-o,oo322o** — o,3o6o38*x -4- o,5jr* 

0,9 . 0,010867** — o,3556ii*x-4-o,5jr* 

1,0.. 0,019231** — o,4o3846*x -f- o,5jr* 

1,1.. 0,028827** — 0,45 ii28*x-+- 0,5 X* 

1,2.. 0,038169** — o,4977i2*x-*-o,5x* 

1 ,25- «1,043373** — 0,520798 *x -+- o,5x* 

1,3-. 0,048767** — o,543769*x4-o,5x* 

n = 7, 3 = 0,7. ./s(x)= — 0,002758** — 0,261 i53*x-ho,5x» 

0,8. . -4-0,003969** — o,3io5io*x-+-o,5x* 

0,9. . o,oii38i**— o,358332*x-|-o,5x* 

1,0.. 0,019495** — o,4o5!Oi*x-|-o,5x* 

1,1.. 0,028326** — o,45ii24*jr-+-o,5x* 

1,2. . 0,037887** — 0,496600 *x-+- 0,5 X* 

1,25. 0,042944^ — 0,519177 *x-+-o,5x' 

1,3. . 0,048187** — 0,54 i665*x -h o,5x* 

a = 8f 3 = 0,7. ./s(x)= — 0,002833** — 0,260643 *x H- o,5x* 

0,8. . H-o,oo3899** — 0,310091 *x-Ho,5x* 

0,9. . 0,01 i3ii** — 0,357962 frx -h o,5x* 

1,0.. 0,019422** — 0,404754*-^ -H o,5x* 

1,1.. 0,028246** — 0,450777 *x -j- o,5x* 

1,2.. 0,087795** — 0,496287 *x-f- 0,5 X* 

1,25. 0,042844*' — o,5i88oo*x-j-o,5x* 

1,3.. 0,048079** — 0,541 272 *x-f-o,5x* 
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« = 9, ^==0,7. 
0,8. 

1,0. 
1,1. 
1,2. 

1,25 

1,3. 



Troisième travée [sjoAxq). 

f^[x)=i — 0,0027626* — 0,261 126 6^ + 0,5 a:* 
-+-0,0039536* — o,3io4i66^-+-o,5;r* 
0,0113496* — o,358i6i6^-+- 0,5 :r* 
0,019441 b^ — 0,4048466^ -1-0,5 j?* 
0,0282466* — 0,4507786^ + 0,5^* 
0,0377746* — 0,4961566^ -h o,5:r* 
0,04281 3 6* — 0,518682 bx -h o,5ic* 
0,048037 6* — 0,541 1 196^ H- o,5a:* 



n= 10, = 0,7. 
0,8. 

0,9. 
1,0. 
1,1. 

1,2. 

1,3. 

iri = i 1,^2=0,7. 
0,8. 

1,1. 
1,2. 

1,25 

1,3. 



f^[x)=^ — 0,0027676*- 
-+-0,0039486* - 

0,0 II 344^' " 
0,0194366*- 
0,0282406*- 

0,0377686*- 

0,0428066*- 
0,0480296*- 

/j(^)= — 0,0027626* - 
-1-0,0039526*- 

Q,OI 13466*- 
0,0194386*- 
0,0282406*- 
0,0.377666* - 
0,0428046*- 
0,0480266*- 



- 0,2610906^ -t- 0,5^* 

- o,3io3866^ H- o,5:r* 
-o,358i366:fH-6,5^* 
-0,404822 bx -h 0,5^* 

- 0,450753 bx H- 0,5^* 

- 0,4961 3o bx -h 0,5 .r* 

- 0,5 1 8656 6^ H- iiySx'^ 
' 0,541091 bx -h 0,5 j?* 

- 0,261 1246^ -h 0,5^7* 

- 0,3 1 0409 bx -{-OySx^ 

- 0,3581496^ -h 0,5^* 

- 0,40482960; -h 0,5 :r* 

- 0,450753 bx H- 0,5^* 
• 0,496 124 6^7 -h 0,5 JT* 
-0,5 18647 bx 4- o,5a:* 
-0,5410806^ + o,5x* 



«:^ 12, = 0,7 
0,8. 

o>9- 
1,0. 

1,1. 

1,2. 

1,25 

t,3. 



7. .fi,{x)= — 0,0027636*- 

4-0,0639526*- 

0,0113466*- 

OyOlC^^b'- 
0,0282406*- 
0,0377666*- 
0,0428036*- 

0,048025 6*- 



- 0,2611 20 6;f -h o,5x* 

- 0,3 1 0407 bx -t- 0,5^* 
-o,358i486^4-o,5x* 
-0,4048266^ -h o,5:r* 

- 0,4507526^ H- 0,5^* 
-0,4961226^4-0,5^* 
-0,5186456^ 4- 0,5a:* 

- 0,54 1078 bx 4- 0,5^* 
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FORMTTLAI1IS A9ALYT1QUE. 



« = 7» = 0,7.. 
o,8. • 
0,9., 
1,0.. 
1,1.. 
1,2. . 

1,25. 

1,3.. 
71 = 8, 5 = 0,7.. 

0,8.. 
0,9 . 
1,0.. 
1,1.. 

1,2.. 
1,25. 

1,3 . 



« = 9, 6-- 



n = 



:o,7.. 
0,8.. 
0,9.. 
1,0.. 
1,1.. 
1,2. . 

1,25. 

1,3.. 



10, = 0,7.. 
0,8.. 
0,9.. 
1,0.. 
1,1.. 
1,2.. 
1,25. 
1,3.. 



Quatrième traitée. 

y;(a:) = 0,0100166' — o, 27940 i6j;-f- 0,5 jr' 
0,0 1 3787 6* — 0,322782 bx -h o,5a:- 
0,0 1 8090 b^ — 0,365787 bx + OySa;^ 
0,0229306* — o,4o85366x -H 0,5.^' 
0,0283 146' — o,45iii36j:H-o,5jr= 
0,034244^' — 0,493564 6x -+- 0,5^2 
0,03741 5 6^ — 0,5147546^ H- 0,5 :r' 
0,040724 6' — 0,535925 bx + 0,5 x^ 

^(.r) = o,oiïoo36' — o,286o77 6j:-|-o,5jr* 
0,0 14545 6- — 0,327273 bx H- 0,5 jr' 
0,0186086» — o,3685i36j? + o,5jr' 
0,023 1 96 6^ — 0,409794 bx H- 0,5^' 
0,0283 1 3 6* — 0,4511086^-1-0,5^' 
0,033962 6* — 0,492453 bx -f- 0,5 x^ 
0,0369886' — o,5i3i356:r -h o,5ar' 
o,o4oi47 6' — 0,5338246a: -h 0,5 jr' 

fi[x) =10,0109286- — 0,2855676^7 + o,5a:* 
0,0 14474^* — o, 32685 1 6^-+- 0,5 j:' 
o,oi85386» — o,368i446a: 4-o,5x' 
0,023 1 22 6' — 0,409446 6x -+- 0,5 j;^ 
0,028232 6* — 0,450762 bx -h 0,5 j;» 
0,033870 6* — 0,492090 bx + o,5a:' 
o,o368886» — 0,5 1 27586^ + 0,5^» 
0,0400396» — 0,533431 bx + 0,5 x» 

yi(jc) = 0,0109996» — o,286o5i 6^-Ho,5:r» 
0,0145306» — o,327i796jr-ho,5ar» 
0,0185766» — 0,3683436^ H- o,5:r» 
0,0231426» — 0,409539 6:r -H 0,5 .r» 
0,0282326» — 0,450762 bx 4- o,5x» 
o,o3385o6» — 0,4920106^4- 0,5 jc» 
b,o36857 6- — o,5i264i bx -f- o,5^» 
0,0399976- — 0,5332786^ 4- o,5.r= 
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W=: If, ^ = 0,7. 
0,8. 

0,9 • 
1,0. 

1,1. 

1,2. 
1,'25 

1,3. 

n= 12, â = o>7. 
0,8. 
0,9. 
1,0. 
1,1. 
1,2. 

1,25 

1,3. 



n = g, 



= 0,7. 
0,8. 

1,0. 
1,1. 

1,2. 

1,25 

1,3. 



/i= 10, = 



0,7, 
0,8. 

0,9 • 
1,0. 
1,1. 
1,2. 

1,25 

.,3. 



Quatrième ^rat^ée (suite). 

y;(a:) = 0,010994 ft' — 0,2860 166a: -4- 0,5^7'* 
0,0 14525 6' — 0,327 iSobx-i- 0,5^* 
0,01 857 1 b^ — o, 368336 6^ -h o, 5 x^ 
o,023i37ft' — 0,409614^^ + o,5a:* 
0,028227 6' — 0,450737 bx -h 0,5^* 
o,o33843 6* — 0,491983 bx 4- o,5a;* 
o,o3685o6' — o,5i26i4*^-+-o,5^'' 
0,0399896^ — 0,5332496^ H- 0,5^* 



/(^j = 0,010999 6» - 
0,0145286=*- 
0,0185736*- 
0,023x386*- 
0,0282276*- 
0,0338426*- 
o,o368486*- 
0,0399866*- 

Cinquième trauée, 

fiix) = 0,0099506*- 
0,013471 6*- 
0,01762862- 
0,0221736*- 
0,0271906*- 
0,0326816*- 
G,o356o46*- 
o,o386466*- 



- o,286o5o 6:r -I- o,5x* 

- 0,327 î 7 1 6^ -h o,5:r* 

- o, 36833o bx -|- o,5:r* 

- 0,4095206^ + 0,5 .r* 

- 0,450737 bx H- o,5x* 
-o,49I9786x + o,5j;* 

- 0,5 1 2606 6j: + 0,5 :c* 
-0,5332386^ -h 0,5^* 



- 0,284 1 70 6^ -H 0,5 J7* 

- o, 325598 6:r 4- o,5x* 

• 0,367 1 33 6^7 + 0,5 jc* 

- 0,408497 bx -f- 0,5^* 
-0,44981 5 6x + 0,5^* 

o,49io996;fH-o,5:c* 

• o,5i 17316^ + 0,5 jc* 

- 0,5323596a: + 0,5^* 



/5( a: )=: 0,009875 6* — 0,283660 6:r H- 0,5^' 
o,çi34846* — 0,325282 6a: -h 0/5j;* 
0,0 1 7558 6* — 0,366763 bx -4- 0,5a;* 
0,0220996* — 0,408149607 H- o,5a:* 
0,027 1096* — 0,449467 6a: H- o,5a:* 
o,o325886* — 0,4907356a: + o,5a:* 
o,o355o46* — o,5ii3556a? + o,5a?* 
o,o38538 6* — 0,53 1 967 607 -h o,5a:* 
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FOKMULAIRC AMALYTIQDE. 



f|=: lly 3 = 0,7. 
0,8. 
0^9. 
lyO. 
1,1. 
1,2. 
1,25 

1,3. 

n=z 12, 3 = 0,7. 
0,8. 
0,9. 
1,0. 
1,1. 
1,2. 

1,25 

1,3. 



/l= I I, 3=: 0,7. . 
0,8.. 
0,9.. 
1,0.. 
1,1.. 
1,2.. 
I,2i5. 

1,3.. 



71= 12, Ô: 



= 0,7.. 
0,8.. 
0,9.. 

1,0.. 

I , I « . 

1,2.. 

1,25. 

1,3.. 



Cinquième /rat^e (suite). 

/,(x) = 0,009947 fr*—o,284i46*a: H- o,5:r» 
0,013539^' — 0,3256096^; -h 0,5 j:* 
0,0175966' — 0,366962 6x 4- o,5:r' 
0,0221 19&* — 0,408242 ftj: H- 0,5 j;' 

0,027 "096* — 0,4494^7 ^^ "+■ o>5-^' 
o,o325686» — o,49o6556x-ho,5x» 
0,0354736» — 0,5 1 i2386x4-o,5x» 
o,o384g66» — o,53i8i46j: + o,5 j;» 

/4(ar) = o,oo994i6' — o,284i096:rH-o,5x* 
0,0135346» — 0,32557965; 4- 0,5 j;* 
0,0175916» — 0,366937 6j: + 0,5 X» 
0,0221146» — 0,40821765? H- 0,54:» 
0,027 1046» — 0,449444^^ "^ o,5x» 
o,o3256 1 6» — 0,490628 bx + o,5x» 
0,0354666» — o,5ii2io6jr + o,55:» 
o,o38488 6» — 0,5317856a; 4- o,5a;» 

Sixième travée, 

/»( a: ) = 0,0 1 0873 6» — 0,28546960: 4- o,5a;» 
0,0142536» — o,3265oi6jc4-o,5a;» 
o,oi8o856» — 0,3675066a; -h o,5a;»- 
0,02237 i 6» — 0,408494^-2^ + 0,5a;» 
0,027 1 1 1 6» — 0,449469^^ -+- 0,5a;» 
o,o323o46» — 0,4904356a; + o,5a;» 
0,0350716» — 0,5 109 16 6a: 4- 0,5a;» 
0,0379526» — 0,53 1395 6a: 4- 0,5a:» 

^j(a;) = o,oi09456» — 0,2859536a; 4-0, 5 a;» 
o,oi43o8 6» — 0,32682860:4-0,50:» 
o,oi8i236» — 0,3677066a; 4-0, 5a;» 
0,022391 6» — o,4o85866a: -h o,5a;» 
0,027 1 1 1 6» r— 0,44946960: 4- o,5a;» 
0,0322846» — 0,49035560: 4 o,5a;» 
o,o35o4o6» — 0,5107986a; H- 0,5a;» 
0,03791 06» — oj53 j 242 6a; 4- o,5a;» 
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VALEURS DE i\f,{x) 



Première travée. 



71=3, = 0,7.. 
0,8.. 
0,9.. 
1,0.. 
1,1.. 
1,2.. 

1,25. 

1,3.. 

/i=4, 5 = 0,7.. 
0,8.. 
0,9.. 
1,0.. 
1,1.. 
1,2.. 

1,25. 

1,3.. 

71 = 5, d = 0,7 . . 
0,8.. 
0,9. . 
1,0.. 
i,ï.. 
1,2.. 

1,25. 

1,3.. 

71=6, 5=:0,7.. 
0,8.. 
0,9.. 
1,0.. 
1,1.. 
1,2.. 
1,25. 

1,3.. 



^^(x)=^ — 0,439024 bx -h o,5a:* 

— 0,443 182 bx -+- 0,5^* 

— 0,4468096^ 4- 0,5^* 

— 0,4500006a: -4- Of5x^ 

— 0,452830 6a: -h 0,5 j:' 

— 0^455357 bx H- OfSx^ 

— o,456522 bx -h 0,5 x^ 

— 0,457627 bx -f- o,5jt:* 

^^(x) = — 0,427833 6j; -4- o,5x* 

— 0,433993 bx + 0,5 j:* 

— 0,44^ 1 7 1 6j7 -4- o,5a:' 

— 0,4464^9 ^<^ -+- OfSx^ 

— 0,4528146^-4-0,5^* 

0,4593666^ + 0,5 J7* 

— 0,4627 1 5 6j: -+- 0,5^" 

— 0,4661 196^7 -h 0,5^* 

^^(x) = — 0,4285746a: -4- 0,5^* 

— 0,434767 bx + 0,50"' 

— o,44i oo3 b^ -+- o,5a:' 

— 0,4473686a: -4- o,5ar» 

— 0,453907 6a: + o,5a:* 

— 9,46067360: H- 0j5a:* 

— o,464i546a:-|-o,5a:* 

— 0,467707 6a: -4- 0,50"* 

{^^{x) = — 0,427816 60" -f- b,5a:* 

— 0,434 1 35 6a: + o,5a:» 

— 0,440545 6a: -h o,5a:* 
— 0,447 II 5^^-+- 0,5a;* 

— 0,453905 6a: -H 0,5a:* 

— 0,460963 60- -I- 0,5 a:* 

— o,4646o56a:-|-o,5a:* 

— 0,4683286a: -h o,5a:* 



Digitized by 



Googk 



352 



FORMULAIRE ANALYTIQUE. 



n = ^r 


à = o,7... 




0,8... 




0,9... 




1,0. .. 




1,1... 




1,2... 




1,25. . 




1,3... 


n = 8, 


3 = 0,7... 




0,8... 




0,9... 




1,0 .- 




1,1... 




1,2... 




1,25. . 




1,3... 


n = 9, 


3 = 0,7... 




0,8... 




0,9... 




1,0. . . 




1,1... 




1,2... 




1,25. • 




1,3... 


71= lO, 


3=0,7... 




0,8... 




0,9... 




1,0, .. 




1,1.., 




1,2... 




1,25.. 




1,3... 



Première travée (suite). 

4^3 (^)= — 0,4278726^-1-0,5^* 

— 0,434193 6j; -4- o,5x» 

— 0,440606 6^ 4- 0,5^* 

— 0,447183 6^ 4- o,5x* 

— 0,4539846^ -f- 0,5^* 

— 0,461 057 6j? + o,5.r* 

— 0,4647086^ -+. 0,5^* 

— 0,468443 bx -h o,5:r» 

^3(^) = — o,4'278i86:r4-o,5x^ 

— 0,43414? bx + 0,5^' 

— 0,440572 bx -h 0,5^* 

— o,447i656x 4-0,5^' 

— 0,4539846^-1-0,5^7' 

— 0,461077607-1- o,5;r' 

— 0,464741 bx 4- o,5x* 

— 0,468487 bx -{- 0,5^» 

^3(^) = — 0,4278226x4- o,5x* 
— - o,434i5i bx 4- o,5x* 

— 0,440577 bx 4- o,5x* 

— 0,447 " 7^ 6x 4- o,5:r* 

— 0,453989 6.r 4- o,5j;* 

— 0,4610846^4-0,5^7' 

— 0,464748 6.r 4- o,5x* 

0,468495 bx 4- 0,5 J7' 

4^3(^) = — 0,4278186x4- o,5jr' 

— o,434i486x4-o,5x' 

— 0,440574 6x 4- o,5x' 

— 0,4471696x4-0,507» 

— 0,453989 6x 4- o,5x' 

— 0,461086 6x 4- o,5x» 

— 0,464750 6x 4- o,5x» 

— 0,468499 6x 4- o,5x' 
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Première traitée (suHe). 


/l=II, <Î = Q,7.. . 


W^) = 


= 0,4^78196^? -h 0,5^' 


0,8... 




— 0,434148 A^ -H o,5a:' 


0,9, . . 




— 0,440575*^ + 0,5^* 


1,0. . . 




— o,447i69é:r-|-o,5a:* 


1,1.,. 




— 0,453990607 -h 0,5 a:* 


1,2... 




— 0,46 1 086 fia: -f- 0,5 J7^ 


1,25. . 




-r-q,46475i ft^ + 0,507* 


W3... 




-.0,46849960: H- o,5o:' 


/l=r 12, = 0,7.,. 


^3f^) = 


= — 0,427818607-4-0,50:' 


0,8. . . 




— 0,4341486a? -f- o,5o:* 


0,9.,, 




— 0,440575607 4- 0,5072 


. ^y^" 




— 0, 4471 69 ^«^"i" 0,5 07* 


1,1.., 




— 0,453990607 + 0,507* 


1,2.. 




— 0,461 086 60: + o,5o7* 


1,^5.. 




— 0,464751 60: 4- o,5o:* 


1,3... 




— 0,468499 60: -h 0,5 0:* 




Deuxième travée. 


/l=:3, = 0,7. . . 


+3(^) = 


= 0,0209156* — o,35o6o7 4-o,5o:* 


0,8.. 




0,029091 6* — o,4oo6o7 -4- o,5o7* 


0,9. . , 




0,038777 ** — 0,450 607 -h O,507* 


i,o.. 




o,o5oooo6* — o,5oo6o: 4-o,5o:* 


1,1... 




0,0627836* — o,55o6o: 4-o,5o7* 


ï,2.. 




0,0771436* — 0,600 60: + o,5o:* 


1,25. 




0,0849186* — 0,625607 -4- o,5o7* 


1,3.. 




0,0930936* — o,65o6o7 -f- o,5o7* 


n = ^, 3 = 0*7.. 


.4'3(^) = 


= 0,0238586* — 0,374627 607 -f- o,5o:* 


0,8.. 




o,q32i 186* — 0,42081 1 6o7 4- o,5o?* 


0,9*. 




q,q4?^ooo 6* — 0,468702 607 H- 0,5 07* 


1,0.. 




0,^5357 1 6* — 0,5 1 7857 607 4- 0,5 07* 


F,l,. 




0,0668896* — 0,567985 60: 4- o,5o:* 


1,2.. 




0,0819986* — 0,61888060: 4- o,5o:* 


i,?5. 




0,0902366* — 0,64456860: 4- 0,5 0:* 


1,3. . 




0,0989356* — 0,670395607 4- 0,5 or' 


III. 




23 
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Deuxième traitée { suite ). 



« = 5, a = o,7.. 


. +,(^) = 


= 0,021043 6' 


— 0,351074 6^4- o,5.r' 


0,8. . 




0,029767 é' 


— o,4o465o6a: -h o,5:r' 


0,9.. 




0,0402766' 


— 0,4587 01 6^-+- 0,5 :r' 


T,0.. 




0,0526326' 


— o,5i3i586^ + o,5^' 


1,1.. 




0,0668846' 


— 0,5679656^-1-0,50:' 


l,:x.. 




0,0830776' 


— 0,623077 6jc + o,5a:' 


1,25. 




0,0919126' 


— o,65o7356jc-|-o,5:r' 


1,3.. 




0,1012446' 


— o,6784566jr h- o,5.r' 


n = 6, 3 = 0,7.. 


.+,(^) = 


= 0,0212546' 


— 0,3528376^ + 0,5^' 


0,8.. 




0,0299836' 


— o,4o6i3o6:c-f-o,5j:' 


0,9.. 




o,o4o5o46' 


— 0,4600246a: -f- o,5.r' 


1,0.. 




o,o528856' 


— 0,5 14423 6a: -f- 0,5 j:' 


1,1.. 




0,0671776' 


— 0,569248 6.r -h 0,5 JT' 


1,2.. 




0,0834286'- 


— 0,624441 bx -h o,5;r' 


1,25. 




0,0922986'- 


— o,652i586^ -1- o,5x' 


1,3.. 




0,1016726'- 


— 0,679951 bx -f- o,5a:' 


/i = 7, 3 = 0,7.. 


.'^s(^) = 


= 0,0210526' 


— o,35ii466jr-ho,5jr:' 


0,8.. 




0,0298146' 


— o,4o49696:r -|- o,5a:' 


0,9.. 




o,o4o38o6'- 


— 0,4593066^ -h o,5:c' 


1,0.. 




0,0528176' 


— o,5i4o856^-f-o,5jr' 


1,1.. 




0,0671776' 


— 0,56924660: -h o,5:r' 


1,2.. 




o,o835o56' 


— 0,624742 bx 4- 0,5 or' 


1,25. 




0,0924196' 


— 0,652602 bx -f- 0,5 jp' 


1,3.. 




0,1018396' 


— o,68o532 bx -4- 0,5a:' 


ni=8, 5 = 0,7.. 


.v|;,(^) = 


= 0,0210676' 


— 0,351273 6^7 4- o,5a:' 


0,8. . 




0,0298296' 


— o,4o5o756o: -f- o,5o7' 


0,9.. 




0,0403976' 


— 0,45940 1 6a? -h o,5a;' 


1,0.. 




o,o528356' 


— o,5i4i 756a: -h o,5a:' 


1,1.. 




0,0671986' 


— 0,56933860:4-0,50:' 


1,2.. 




o,o8353o6' 


— 0,62484060: 4- o,5or' 


1,25, 




0,0924476' 


— 0,65270560: 4- o,5o:» 


1,3.. 




0,1018696' 


— o,68o6386o:4-o,5or' 
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/i = 9, = 0,7. 
0,8. 

1,0. 
1,1. 
1,2. 

1,25. 

1,3. 



Deuxième travée [smi^)^ 

^j;3(^) = 0,02 10526^ — o,35i i5ofra;-Ho,5x^ 
0,0298176' — 0,404991 6^ -h 0,5 J7* 
o,o4o3886' — 0,4593496a; -H o,Sx^ 
o,o5283o6' — o,5i4 i5i bx -+- o,5^* 
0,067 19862 — 0,5693386^ -+- 0,5a:' 
o,o835366* — 0,624862 6a; -f- 0,50;=^ 
0,0924566* — 0,652737 6ar H- o,5ar* 
o, ioi88i 6' — 0,68068060: -H o,5a:' 



^=10, = 



0,7.. 
0,8.. 
0,9.. 
1,0.. 
1,1.. 
1,2.. 

1,25. 

1,3.. 

= 0,7. 
0,8. 
0,9. 
1,0. 
1,1. 
1,2. 

1,25 

1,3. 



^]^3( o; ) = 0,02 1 o53 6'^- o, 35 1 160 60? -h o,5a7=' 
0,0298186' — 0,404999607-1-0,50:' 
0,0403896' — 0,45935660: -h 0,5 0:' 
o,o5283i6' — 0,5 14157607-1-0,50:' 
0,0671996' — 0,569345607-1-0,50:' 
o,o83538 6' — 0,62486960: H- o,5o:' 
0,0924586' — 0,65274460: -h o,5o?' 
o,ioi8846' — o,68o6886o: + o,5o:' 

^3(0:) = 0,0210526' — o,35ii5i6o:-|-o,5o;' 
0,02981 7 6' — 0,404993 60: + o,5o:' 
o,o4o388 6' — 0,459352 60: H- o,5o:' 
o,o5283i6' — o,5i4i566o;-|-o,5o:' 
0,067 1996' — 0,56934560: -H o,5o:' 
o,o835386' — 0,624870 60: -^ o,5o:' 
0*0924586' — 0,65274660: 4- o,5o:' 
o, 1018846' — 0,680691 60: -I- o,5o:' 



71= 12, ô = 



0,7. 
0,8. 

0^9 • 
1,0. 

1,1. 

1,2. 

1,25 

1,3. 



^3(07.) = 0,02 1 0526' — ^^o,35n5i6o:-Ho,5or' 
0,0298 176' — o,4o4994 60: H- o,5o7' 
o,o4o388 6' — 0,459352 60: -f- o,5o:' 
0,05283 1 6' — o,5i4i566o:-f- o,5o:' 
0,067200 6' — 0,569345607 -H o,5o;' 
0,08353862 — 0,62487 1 607 -h o,5o:' 
0,0924586' — 0,6527466a: -h o,5o7= 
o, i o 1 885 6' — 0,680692 607 H- o,5o7 

23. 
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n = 5, ^ = 0,7. . 

0,8.. 

1,0.. 
1,1.. 

1,25. 

1,3.. 
71 = 6, = 0,7.. 

0,8.. 
0,9.. 
1,0.. 
1,1.. 

1,2.. 
1,25. 

1,3. . 



/i = 7, 



3 = 0,7.. 
0,8.. 
0,9.. 
1,0. . 
1,1.. 
1,2.. 

1,25. 

1,3. . 



71 = 8, 5 = 



:0,7.. 

0,8.. 

0,9.. 
1,0.. 
1,1.. 

1,2.. 
1,25. 

1,3.. 



Troisième travée. 

4'»(:p) = o,oioai5é*- 
0,0189536»- 
0,0287026*- 
0,0394746»- 
o,o5i28i6»- 
o,o64i356»- 
0,0709566»- 
0,0780416»- 



-o,35o6^H-o,S.r» 
-o,4oo6jc-f-o,5j7» 
-o,45o6^-f-o,5a:» 
-o,5oo6ar-f-o,5.r» 

- o,55o6^ 4- 0,5^» 

- 0,600 bx -f- o,5x» 

- 0,625 6;r -{- o, 5 ^» 

- o,65o bx -H o,5a:» 



^3(^) = o,oo65366» — 0,324803 6j; H- o,5:c^ 
0,0161086» — o,383oo66^-|-o,5:c* 
0,026744 b* — 0,439639 bx -+- o,5a;» 
0,0384626» — 0,49519360: -*- o,5x^ 
o,o5i2756» — 0,549973 6ic -h o,5a:» 
o,o65i 97 6» — o,6o4i846.r 4- o,5ar» 
0,0725766» — o,63ii2i6:rH-o,5a7» 
o,o8o2366» — 0,6579656a: H- o,5a7» 



^i(x) = 0,006809 6» - 
0,0 1 6366 6»- 
0,027001 6»- 
0,0387326»- 
o,o5i5756»- 
0,0655416»- 
0,0729506»- 
0,0806436»- 



-0,32667360? 4- o,5a:» 

- 0,384549 bx -h o,5a:» 

- 0,44 1 001 bx -h o,5a;» 
-0,49647860; 4- o,5ic» 
-0,55126460: H- o,5o;» 

- 0,60554 ^ ^^ + o,5o;» 
-0,63253260? 4- o,5a:» 

- 0,659440 60: 4- 0,5 o:» 



^1^3(0:) = 0,006545 6» — 0,3248706074-0,50:» 
o,oi6i636» — o,3833346o: 4- o,5:r» 
0,026861 6» — 0,44025960: 4- o,5ar» 
o,o3866o6» — 0,496 134 60:4- 0,5 a:» 
o,o5i5746» — o,55i26i 60: 4- o,5^» 
o,o656i86» — 0,60584260: 4- 0,5^» 
0,0730666» — 0,63297 1 60: 4- o,5a:» 
0,0808016' — 0,66001260:4-0,5^1:» 
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n = g, 



(5== 0,7.. 
0,8.. 
0,9.. 
1,0.. 
1,1.. 
1,2.. 

1,25. 

1,3.. 



Troisième traitée (smie). 

i\f^(x) = o, oo6565 &^ — o, 325oo4 l>x 4- o,5 :r* 
0,016181 b^ — 0,383444^^ -+-0,5^^ 
o, 026880 b^ — o, 44o3Ô8 bx-ho,5x^ 
0,0^8679 *^ — 0,496226 bx -h 0,5^* 
0,0516966* — o,55i355&^-f-o,5^» 
0,0656426* — 0,6059396^7 H- 0,5^* 
0,0730936* — 0,6330736^-1-0,5^* 
o,o8o83o6* — 0,6601186^-1-0,5^* 



/i=io, = 0,7... 4'3(^) = 0,0065466* — 0,3248766074-0,5:1:* 

0,0161676* — 0,^3833576^ -h o,5a?* 
0,0268706=^ — o,44o3o46:i7-+-o,5^* 
0,038674 6* — 0,496202 bx -h o,5.r* 
0,0515966* — o,55i3546:c-|-o,5:c* 
o,o656486* — 0,605961 6:c-+- o,5:r* 
0,0731016* — o,633io46.r-ho,5:t:* 
0,0808416* — 0,6601 596:»; -h o,5a7* 



0,8. . 
0,9. . . 
1,0... 
1,1..: 
1,2... 

1,25.. 

1,3... 



n= II, = 



0,7., 
o>8, . 
0,9.. 
1,0.. 
i,i«. 

1,2.. 
1,25. 

1,3.. 



4;3(:r) = 0,0065486* - 
o,OI6I686*- 
0,026871 6*- 
0,0386756*- 
0,0515976*- 
o,o6565o6*- 
0,0731036*- 
0,0808436*- 



- 0,324886 6:c 
-0,3833656:17 

- o,44o3 1 1 bx 

- 0,496208 bx 
'0,55i36obsc 

- 0,605968 6.r 

- 0,633 1 1 1 6:r -f- o,5 j:* 

- 0,660167 ^^ ^- OySx^ 



o,5j7» 
o,5.r* 
0,5 :i7* 
o,5:t* 
o,5.r* 



n= 12, d = 



o,8». 
0,9.. 

lyO. . 
1,1.. 
1,2. 
1,25. 

1,3.. 



lj;3 {;3l7)= 0,006546 6* - 
0,0161676*- 
0,0268706*- 
0,0386756*- 
0,0515976*- 

o,o6565o6*- 
0^0731046*- 
0,0808446*- 



-0,3248766.37-1-0,507* 

- 0,383359607 -j- 0,5 07* 

- o,44o3o7 607 H- o,5o7* 

- 0,496206607 -h 0,5 07* 

- 0,55 1 36o 607 4- o,5o7* 

- 0,605969 607 4- 0,5 o:* 

- o,6â3 II 4 607 4- o,5o7* 

- 0,6601 7060: 4- o,5o:* 
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n= II, = 0,7. 
0,8. 

0,9 • 
1,0. 

1,1. 

1,2. 

1,25 

1,3. 
n= 12, = 0,7. 

p,a. 

1,1. 
1,2. 

1,3. 



n= II, 



ï = o,7.. 
0,8 •. 
0,9.. 
1,0 . 
1,1.. 
1,2.. 

1,25. 

1,3.. 



n= ta, à = 



0,7. 
0,8.. 

I,Q.. 
1,1.. 
1,2. , 
1,25. 

1,3,. 



FOR4fUi.ilRE AttÀLYTIQVE. 

Cinquième ^racé^ (suite). 
^|;s(.r ) = 0,0194406' — 0,3488266^ + o,5:r»' 
0,025927 6» — 0,398890 6^ -h o,5ar* 
G, 033266 b^ — 0,449354 bx 4- 0,5^» 
o,o4i4566' — 0,499747 bx -h o,5:r» 
o,o5o5oo6' : — 0,550091 bx 4- 0,5^' 
0,060398 6' — 0,600398 bx -h o,5:r» 
0,065667 6* — 0,625540 bx 4- o,5.a:' 
0,0711516» — 0,65067864? H- o,5;r» 

v|;3(^) = 0,019421 6* — 0,34819664? 4-0,5^» 
0,02591 3 6> — 0,398804647 4- o,5ar'. 
Oso33255 6» — 0,449^00 bx 4- 0,5 x^ 
o,p4i45i 6' — 0,4997^364; 4- 0,54;' 
Q,o5o5oo 6' — 0,550091 647 4- 0,54;» 
o,o6o4o3 6' — 0,600419647 4- 0,547' 
0,065676 6' — 0,625573 647 4- 0,547' 
0,0711626' — 0,6507186474-0,50:» 

Sixième travée. 

4's(*) = 0,0204196» — 0,3506474-0,547' 
0,0266796' — 0,400647 4- 0,547' 
0,0337 756' — o,45o 647 4- 0,54:' 
0,04 1 709 6' — o,5oo 647 4- 0,54:' 
o,o5o48o 6' — o,55o 647 4- o,547» 
0,060089 6' — 0,600 647 4- 0,547' 
0,065207 6' — 0,625647 4- 0,547' 
0,070535 6' — o,65o 64: 4- 0,54:' 

ij;a(^) = 0,0204396' — 0,3501366474-0,5^' 
0,026697 6' — 0,4001 1 1 64: 4- 0,547' 
0,0337946* TTT 0,450099647 4- 0,547' 
0,04 1 7286' — 0,500092647 4-0,547' 
o,q5o5o2 6' — 0,550093 647 4- o, 547' 
o,q6oi 146' — 0,600097 *^ ^~ 0,54:' 
0,065234 6' — 0,625 1 o 1 647 + 0,547» 
0,0705646' — o,65oi o5647 4^ 0,547' 
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RETURN TO the circulation desk of any 
University of California Library 
or to the 

NORTHERN REGIONAL LIBRARY FACILITY 
BIdg. 400, Richmond Field Station 
University of California 
Richmond, CA 94804-4698 



ALL BOOKS MAY BE RECALLED AFTER 7 DAYS 
2-month loans may be renewed by calling 

(415)642-6233 
1-year loans may be recharged by bringing books 

to NRLF - 
Renewals and recharges may be made 4 days 

prior to due date 

DUE AS STAMPED BELOW 



jixn'iowso 



/\PR231989 



nsc APR3 8 1989 



SENTONILL 



2 5 2005 



u.c. BERKELEY 



SE^f^ONILL 



JAN 2 5 ?005 



U.C. BERKELEY 



;3^ :^ jx^ 



.j38> 


:> 


:3fe> 


U^ 


:> 


^> 


-!3p 


":5!!^» 




ZJ^ 


:> 


jjip 


H^ 


:>. 


J!3^ 


» 


> 


:» 


HÊ» :. 


>: 


j^ 




'^'- 


> 


1^ 


>.: 


3^ 


* :d 


ifc::x 


> 


•■ ;:> 


::ift* 


^.^ 


^ „C 


fe*_> ..-■. 


.3^ 


T^ 


^^ 




> 


i 



// 



7/ 












UNWERSI-nrOFCAUFORNlALlBRAR^ 



fi 



;^5 ■;>Ç> 






u.c. BERKELEY UBRARIES 










;?i^Çj^^ 



